Zkouska linearni algebra 11 25/V /2006 skupina [\

Jméno a prijmeni:

Prosim:

piste citelné,

FeSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,

nezapomente kazdy list podepsat,

nepouzivejte pomtcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
a vypnéte vSechny pipaky, které s sebou maéte.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1. Ozna¢me A, matici n X n, kterd ma na hlavni diagonale a dvou sousednich diagonalach samé

U RN R
jednicky a vSude jinde nuly, napt. A = (1), Ay = (1 1), As=|1 1 1],A;= 011 1D
0 11 0 011

atd. Dale ozna¢me D,, = det(A,).
(a) Vyjadrete D,, co nejjednoduseji pomoci Dy_1,Dp_o, .. ..

(b) Spoéitejte D1000 .

2. Definujte pojmy: podobné matice, diagonizovatelnd matice.
Formulujte a dokazte vétu popisujici nutnou a postacujici podminku pro to, aby matice byla dia-
gonizovatelna.

3. Necht A je redlnd matice m X n tvorend pouze kladnymi ¢isly, b € R™ je nezdporny vektor a
c € R" je také nezdporny vektor. Ozna¢me (P) a (D) primarni a dudlni alohu:

(P) max c'z (D) min by
Az < yTA >
r 2> y =2 0

Dokazte ¢i vyvratte: Pak (P) i (D) maji optimalni feseni.
4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zdtivodnéte, zda plati ¢i neplati.

(a) Je-li A celo¢iseln4 matice a det(A) je roven 1 nebo —1, pak A~! je rovnéz celoéiseln4.

(b) Pro kazdé dvé matice A, B typu n x n plati: Soucet vlastnich ¢isel matice (A + B) je roven
spole¢nému souc¢tu vlastnich ¢isel matic A a B.

(c) M4-li matice A jediny (az na nisobky) vlastni vektor (1,0,0)7, pak neexistuje A~
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Zkouska linearni algebra 11 25/V /2006 skupina 1)

Jméno a prijmeni:

Prosim:
e piste citelné,
feSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,
nezapomente kazdy list podepsat,
nepouzivejte pomtcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
a vypnéte vSechny pipaky, které s sebou méte.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1. Oznacéme A, matici n x n, kterd ma na hlavni diagondle a na sousedni dolni diagonile samé
jednicky, na sousedni horni diagonile samé minus jednicky a vSude jinde nuly, napt. A; = (1),
11 0 0 0

L1 1 1 0 -1 1 1 0 0
A2:<_1 1>,A3: -1 1 1],4=]0 -1 1 1 0
0 -1 1 0 0 -1 1 1

0 0 0 -11

Déle oznacme D,, = det(A,).
(a) Vyjadrete D,, co nejjednoduseji pomoci Dy_1,Dp_o, .. ..

(b) Spocitejte Dy .

2. Definujte pozitivné definitni matice.
Formulujte a dokazte (alespon) jednu dalsi ekvivalentni podminku na pozitivni definitnost matice.

3. Necht A je libovolnd redlnd matice velikosti m x n. Uvazte néasledujici linedrni program:
n
max E CiZ 4
j=1

n
6z Y aigz; <0 i=1,2,...,m
=1

WV
(s}
.
I
‘:—‘
\_[\D
=

Zj

Dokazte ¢i vyvratte: Pak nastava pravé jedna z nasledujicich dvou moZnosti:
e bud z1 = 29 = --- 2, = 0 je optimalni feSeni,
e nebo Uloha neni omezena.

4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zdtivodnéte, zda plati ¢i neplati.

(a) Jsou-li Ai A~! celo¢iselné matice, pak det(A) i det(A~!) je roven 1 nebo —1.

(b) Pro kazdé dvé matice A, B typu n X n plati: Soucin vlastnich ¢isel matice (AB) je roven
spoleénému soucinu vlastnich ¢isel matic A a B.

(c) MA-li matice A jediny (aZ na nisobky) vlastni vektor (1,0,0)7, pak neni diagonizovatelna.
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Zkouska linearni algebra 11 8/V1/2006 skupina £\

Jméno a prijmeni:

Prosim:

piste citelné,

FeSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,

nezapomente kazdy list podepsat,

nepouzivejte pomtcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
a vypnéte vSechny pipaky, které s sebou maéte.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1. Co vite o charakteristickych polynomech podobnych matic? Piesné formulujte a dokazte. 15
1 0 0 -7 -4 -8

2. Rozhodnéte, zda matice C=| -4 -1 —-2)aD=| 4 3 4 | jsoupodobné. 15
8 4 5 8 4 9

3. Uvaizte néasledujici tvrzeni: Je-li ticelova funkce tlohy max{c’z : Az < b, z > 0} shora

neomezend (kde A je matice redlnych ¢isel velikosti m x n, ¢ € R", b € R™), pak existuje index i,
1 < i < n, takovy, Ze ucelova funkce tlohy max{z; : Ax <b, x > 0} je shora neomezena.

(a) Dokazte ¢i vyvraftte tvrzeni. 8

(b) Plati tvrzeni, pokud implikaci obratime? 7

4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zduvodnéte, zda plati ¢i neplati.

(a) Objem rovnobé&znosténu (v R? se standartnim skaldrnim sou¢inem) daného vektory (1,2, 3)7,

(0,4,5)T a (1,0,1)T je vétsi, nez objem rovnobéznosténu daného vektory (1,0,1)7, (2,4,0)”

a (3,5, 1)7. 5
(b) Pro kazdé dvé matice A, B (typu n x n) komplexnich ¢isel plati: Jsou-1i A1,. .., \, vlastni éisla
matice A a A,..., A vlastni ¢isla matice B (kazdé vlastni ¢islo bereme s jeho algebraickou
nasobnosti), pak A1 - A},..., Ay« AL, jsou vlastni éisla matice (AB). 5
o r(—2 -1 2 . . , .,
(c) Kvadratickd forma f(z) =z 0 _3)% ma R? nabyva pouze zdpornych hodnot, s vyjim-

kou vektoru z = (0,0)7. 5



Zkouska linearni algebra 11 8/V1/2006 skupina 1)

Jméno a prijmeni:

Prosim:

piste citelné,

FeSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,

nezapomente kazdy list podepsat,

nepouzivejte pomtcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
a vypnéte vSechny pipaky, které s sebou maéte.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1. Co vite o vlastnich vektorech prislusnych k riznym vlastnim ¢islim dané matice? Presné formu-
lujte a dokazte.

5 1 2 -4 -1 -3
2. Rozhodnéte, zda matice C=| -8 -1 —4]JaD=1|8 3 4 | jsoupodobné.
0 0 1 7T 1 6

3. Uvazte nésledujici linearni program:

min(—z; — 2x9)

t.Z. Ir1 — T2 S 2
—T1+ T2 — T3 >
221 +x0 < 7

Ty, 22,23 > 0
(a) Naleznéte optimalni feseni.

(b) Dokazte (svému $éfovi neznalému lineaniho programovéani, ale znalého stiedogkolské matema-
tiky a vlddnoucimu zdravym rozumem), ze opravdu méate optimalni feSeni.

4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zdtivodnéte, zda plati ¢i neplati.

(a) Objem rovnobé&znosténu (v R? se standartnim skaldrnim sou¢inem) daného vektory (1,2, 3)7,

(0,4,5)T a (1,0,1)T je vétsi, nez objem rovnobéznosténu daného vektory (1,0,1)7, (2,4,0)”

a (5,3, 1)T.
(b) Pro kazdé dvé matice A, B (typu n x n) komplexnich ¢isel plati: Jsou-1i Ay,..., \, vlastni éisla
matice A a A,..., A vlastni ¢isla matice B (kazdé vlastni ¢islo bereme s jeho algebraickou

nasobnosti), pak Ay + A,..., A, + A, jsou vlastni ¢isla matice (A + B).

4 13

(c) Kvadraticks forma f(z) = 2T <0 3

> z na R? nabyva pouze nezipornych hodnot.

15

15



Zkouska linearni algebra 11 13/V1/2006 skupina /A

Jméno a prijmeni:

Prosim:
e piste citelné,
e feSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,
e nezapomente kazdy list podepsat,
e nepouzivejte pomitcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
e a vypneéte vSechny pipaky, které s sebou mate.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1.a) Uvedte piesnou definici determinantu matice.

b) Co vite o determinantu soucinu dvou matic? Pfesné formulujte a dokazte.

2. a) Napiste znéni Sylvestrova zdkona setrvacnosti kvadratickych forem.

b) Mé&jme kvadratickou formu f (na vektorovém prostoru V = R?) danou piedpisem
f(x) = ﬁ + 21129 + 27173 + :1:% + 2z9x3 + :1:%

a necht B je né&jaka takova baze vektorového prostoru V, 7ze f méa vudi ni diagonalni matici
(neni-li B jednoznac¢nd, vyberte si libovolnou).
Najdéte matici prechodu od baze B ke kanonické bazi.

3. Necht A je matice velikosti m X n se vSemi slozkami kladnymi, ¢ € R" je vektor se v8emi slozkami
nezdpornymi a b € R™ je vektor se vSemi slozkami nezdpornymi.

a) Napiste dudlni program k linedrnimu programu minb”'y za podminek y”’ A > ¢’y > 0.

b) Dokazte, ze primarni i dudlni iloha maji optimélni FeSeni.
4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zduvodnéte, zda plati ¢i neplati.

a) Pro kazdé dvé ¢tvercové matice A a B plati: maji-li matice A a B stejna vlastni ¢isla (véetné
nasobnosti), pak A a B jsou podobné matice.

b) Pro kazdou celo¢iselnou ¢tvercovou matici A typu n X n plati: je-li v absolutni hodnoté kazdé
vlastni ¢islo matice A rovno jedné, pak pro kazdy vektor b € Z™ ma soustava Ax = b pravé
jedno Teseni, a toto fesSeni je celociselné.

c¢) Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati: je-li A pozitivné definitni matice, pak A mé na diagonéle
kladna ¢isla.
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Zkouska linearni algebra 11 13/V1/2006 skupina 1)

Jméno a prijmeni:

Prosim:
e piste citelné,
e feSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,
e nezapomente kazdy list podepsat,
e nepouzivejte pomitcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
e a vypneéte vSechny pipaky, které s sebou mate.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1.a) Uvedte piesnou definici pozitivné definitnich matic.

b) Co vite o rozkladu pozitivné definitni matice na soucin dolni a horni trojihelnikové? Piesné
formulujte a dokazte.
(Nevite-li, jak postupovat, uvazte rozklad matice na sou¢in matic odpovidajicich vhodnym
elementarnim Fadkovym upravam.)

2. a) Napiste znéni Sylvestrova zakona setrvacnosti kvadratickych forem.

b) Mé&me kvadratickou formu f (na vektorovém prostoru V = R?) danou piedpisem
f(x) = 2%% —2r120 — 22173 + 2:15% — 2zox3 + 2:15%

a necht B je néjaka béaze vektorového prostoru V', ze f mé vuéi ni diagonalni matici (neni-li
B jednoznac¢nd, vyberte si libovolnou).
Najdéte matici prechodu od kanonické baze k bazi B.

3. Necht A = I je jednotkové matice velikosti nxn, b € R™ je vektor se viemi slozkami nezdpornymi,
c € R" je vektor s prvni slozkou zapornou (tj. ¢; < 0) a ostatnimi slozkami nezdpornymi.

a) Napiste dudlni program k linedrnimu programu max ¢’ x za podminek Ax < b,x > 0.
b) Naleznéte optimélni feSeni primarni i dudlni Glohy.

(Nevite-li, jak postupovat, zkuste vyfesit problém nejprve pro piipad, kdy vektor ¢ ma vSechny
slozky nezaporné.)
4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zduvodnéte, zda plati ¢i neplati.

a) Pro kazdé dvé Gtvercové matice A a B plati: maji-li matice A a B stejné charakteristické
polynomy, pak A a B jsou podobné matice.

b) Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati: ma-li matice A alespon jedno vlastni ¢islo nulové, pak
mé soustava Ax = 0 vice neZ jedno FeSeni.

¢) Pro kazdou symetrickou ¢tvercovou matici A plati: méa-li A pouze zaporna vlastni ¢isla, pak
(—A) je pozitivné definitni matice.
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Zkouska linearni algebra 11 20/V1/2006 skupina [\

Jméno a prijmeni:

Prosim:
e piste citelné,
e feSeni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,
e nezapomente kazdy list podepsat,
e nepouzivejte pomitcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
e a vypneéte vSechny pipaky, které s sebou mate.

Odpovéd u kazdého prikladu zdtivodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1.a) Uvedte presnou definici ortogonalni matice. 3

b) Dokazte: i) redlnd symetrickd matice ma vSechna vlastni ¢isla redlnd,

ii) mé-1i redlnd symetrickd matice A (velikosti n x n) n riznych vlastnich &isel, pak existuje

re4ln4 ortogonalni matice R takova, ze R™'AR je diagonalni matice. 12
2 -1 0
2. Necht A= -1 2 —1].Pokud existuji, najdéte nasledujici rozklady:
0 -1 2
a) A=UTU, kde U je horni trojihelnikova matice, 6
b) A= PTP, kde P je pozitivné definitni matice. 9

3. Uvazte nésledujici linedrni program:

max 3x1 + 2z9

t.z. —2x1+x9 <

r1 <

z1+ 3 <

z1,22 >0
(a) Prevedte tilohu do podoby vhodné pro simplexovy algoritmus (tzv. rovnicovy tvar). 2
(b) Naleznéte vSechna bazickd feSeni Vami vytvorené tlohy a urcete, kterd z nich jsou pfipustna. 5
(c) Naleznéte (libovolnym korektnim zptisobem) optiméalni feSeni ptivodni tlohy. 3
(d) Sestrojte dudlni ilohu k ptvodni tloze. 5
4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zdtivodnéte, zda plati ¢i neplati.
12 0 0
a) Pokud AS=S| 0 1/3 0 | aS jeregularni matice, pak —1/2,—2/3 a —3/4 jsou vlastni
0 0 1/4

¢isla matice (A — I). 5
b) Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati: je-li A ortogonalni matice, pak |det(A)| = 1. 5

c) Pro kazdé dvé ¢tvercové matice A a B plati: je-li alespon jedna z matic A, B regularni, pak
AB a BA maji stejny charakteristicky polynom. 5



Zkouska linearni algebra 11 20/V1/2006 skupina 1)

Jméno a prijmeni:

Prosim:
e piste Citelné,
e feseni kazdého prikladu napiste na list, kde je zadani,
e nezapomente kazdy list podepsat,
e nepouzivejte pomitcky jako skripta, poznamky z prednésky, kalkulacky, a podobné,
e a vypneéte vSechny pipaky, které s sebou mate.

Odpovéd u kazdého piikladu zdtvodnéte, napiiklad pouhy numericky vysledek bez objasnéni po-
stupu je témér bezcenny.

1.a) Uvedte pfesnou definici vlastnich ¢isel a vlastnich vektort linedrniho zobrazeni. 5
b) Dokazte: jsou-li A1, - -+, A\x navzijem ruznd vlastni ¢isla linedrniho zobrazeni f a vy, -+, vg
odpovidajici vlastni vektory, pak vi,--- ,vi jsou linedrné nezavislé. 10

2 20
a) Najdéte ortogonéalni matici @, kterd diagonalizuje matici A= [2 0 2
0 2 2
(tj., chceme A s uzitim @) prevést na diagonalni matici). 10
b) Napiste pFesné znéni véty zarucujici existenci @ v ¢asti a). 5
3. Uvazte nasledujici linedrni program:

max(3x1 + z2)

t.z. r1 — T2 S 2
1 —22+x3 <
201 +x0 < 7
T1,22,23 > 0
(a) Naleznéte optimdalni feSeni. 4
(b) Sestrojte dualni tlohu. 4
(c) Naleznéte linearni kombinaci fadkt primarni tlohy ukazujici, Ze hodnota tcelové funkce v
optimélnim feSeni primérni tlohy je nejvyse 29/3. 4
(d) Naleznéte optimalni feseni dudlni tlohy. 3

4. Pro kazdé z nasledujicich tvrzeni zduvodnéte, zda plati ¢i neplati.

a) Pro kazdé dvé étvercové matice A a B plati: jsou-li A a B ortogonalni matice, pak i AB je

ortogonalni matice. 5
2 -2 0 3
. -2 1 35 . T . . .
b) Pro matici C' = 0 4 0 3 existuje rozklad C = U* U, kde U je komplexni horni
3 5 27

trojahelnikova matice. 5



4 v
c) Pokud AS =S| 0 1/3 0 | a S je regularni matice, pak 3/2,4/3 a 5/4 jsou vlastni
0 0 1/4
Cisla matice (A + I). 5



