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Predmluva

Kdyz jsem se nékdy na zacatku r. 2002 rozhodl doplnit ptvodni netiplnd skripta Martina Vidnera,
netusil jsem, kolik ¢asu to zabere. Puvodné jsem na nich zacal pracovat proto, ze jsem nemél
zadné rozumné poznamky z prednasek a védél jsem, ze pii uceni na statnice nebudu chtit travit
¢as hleddnim a tfidénim pozndmek z ruznych zdroju. Nakonec jsem skoncil dopsanim chybéjicich
kapitol, dokreslenim obrazku a opravenim vsech chyb, které jsem nasel,

Stale je ovsem pravdépodobné, ze skripta obsahuji i vaznéjsi chyby. Pokud néjaké pii uceni
najdete, zkuste mi napsat.

Skripta muze ¢ist prakticky kazdy, kdo je obezndmen se zéklady teoretické informatiky, rozhodné
ale doporucuji absolvovat predméty "Uvod do teorie pravdépodobnosti’ a "Uvod do slozitosti a NP-
Uplnosti’ nebo jejich ekvivalenty. Prvni se vam bude hodit pii dikazech, druhy pfi obecném chapéni
algoritmu.

Obsahové skripta pokryvaji prednasky Datové struktury I a II RNDr. Vaclava Koubka, DrSc.
Navic jsou priddny nékteré véci, predndsené okrajové nebo probirané pouze na cviceni. (napi. AVL
stromy nebo skorooptimélni bindrni vyhleddvaci stromy) Nékteré kapitoly byly psdny nezédvisle na
prednaskéch. (napf. splay stromy)

Rekl bych ”uzijte si to”, ale ono to zase tak lehké ¢tivo nenf 5

V. Kotal



Podékovani patii nasledujicim lidem:

e Martin Vidner
puvodni verze skript (kapitoly Hasovéni I,II, XXX)

e Lisak, Jéna, Zabicka, Jindfic Martin Mares, Pavel Machek, Jakub Cerny
opravy a dodatky v puvodni verzi skript

e Martin Macok
faktické opravy

e Tomas Matousek
mnozstvi faktickych oprav

e Ladislav Prosek
preklepy, faktické opravy

e Jana Skotakova, Martin Maly
zapujceni poznamek

e Vojtéch Fried
algoritmus pro INSERT v semidyn. systémech

e Michal Kovac
preklepy, faktické opravy

e Vojta Havranek
faktické opravy

Nékteré céasti skript byly volné pievzaty ze zdroju jinych nez z originalni pfednasky Datové
struktury. Konkrétné ¢ésti sekci o binomidlnich a fibonacciho haldach byly inspirovany prednaskou
0. Cepka, sekce o splay stromech byla ¢dsteéné prevzata z textt FIT VUTBR. Sekce o semi-
optimélnich vyhleddvacich stromech je tvofena referatem L. Strojila. Sekce o AVL stromech vznikla
kompilaci a doplnénim materidlu z webu, zdklad tvofi referat Vojtécha Muchy.

11,idé, kterym dékoval Martin Vidner. Identita téchto jedinct zfejmé zistane navzdy utajena.



Kapitola 1
Uvod

Chceme reprezentovat data, provadét s nimi operace. Cilem této prednasky je popsat ideje, jak
datové struktury reprezentovat, popsat algoritmy pracujici s nimi a presvédcit vas, ze kdyz s nimi
budete pracovat, méli byste si ovérit, jak jsou efektivni.

Problém méfeni efektivity: vétsinou nemame Sanci vyzkousSet vSechny piipady vstupnich dat.
Musime bud doufat, Ze nase vzorky jsou dostateéné reprezentativni, nebo to vypoéitat. Tehdy ale
zase nemusime dostat presné vysledky, pouze odhady.

1.1 Predpoklady

1. Datové struktury jsou nezavislé na feSeném problému; abstrahujeme. Napiiklad u slovnikovych
operaci vyhledej, pridej, vyjmi, nds nezajima, jestli slovnik reprezentuje body v prostoru, vrcholy
grafu nebo zaznamy v databézi.

2. V programu, ktery fesi néjaky problém, se ptislusné datové struktury pouzivaji velms casto.

1.2 Jaké typy slozitosti nas zajimaji

1.2.1 Pamétova slozitost reprezentované struktury

Je dulezita, ale obvykle jednoduchd na spocitdni a neni Sance ji vylep§it — jediné pouZzit uiplné
jinou strukturu. Proto ji ¢asto nebudeme ani zminovat.

1.2.2 Casova slozitost algoritmu
pracujicich na datové struktuie

Casova slozitost v nejhorsim piipadé

Jeji znalost ndm zarudi, ze nemuzeme byt nepiijemné prekvapeni (dobou béhu algoritmu). Hodi se
pro interaktivni rezim — uzivatel sedici u databaze prumérné dobrou odezvu neoceni, ale jediny
pomaly pripad si zapamatuje a bude si stézovat. Za vylepSeni nejhorsiho piipadu obvykle platime
zhorSenim prumeérného piipadu.
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Ocekavand casova slozitost

Je to vlastné vazeny prumér — slozitost kazdého ptipadu vstupnich dat nasobime pravdépodobnosti
jeho vyskytu a secteme. Je zajimava pro davkovy rezim zpracovani. Napiiklad Quicksort pati{ mezi
nejrychlejsi znamé tiidici algoritmy, ale v nejhorsim piipadé ma slozitost kvadratickou.

Pozor na ptredpoklady o rozdéleni vstupnich dat. Je zndmy fakt, ze pro kazdé k existuje ¢islo
ny takové ze kazdy nahodny graf s alespon ny vrcholy s velkou pravdépodobnosti obsahuje kliku
velikosti k. To vede k nasledujicimu algoritmu, ktery urcéi zda graf je nejvyse k — 1 barevny s
oc¢ekavanym konstantnim ¢asem.

Algoritmus: vstup graf (V, E).

1. Kdyz velikost V' je mensi nez ng, pak prohleddnim vSech moznosti ur¢i barevnost grafu
(V, E) a vydej odpovéd, jinak pokracuj na nésledujici bod.

2. Zvol nahodné ny vrcholi v mnoziné V a zjisti zda indukovany podgraf na této mnoziné
obsahuje kliku velikosti k. Pokud ano, odpovéd je ne, jinak pokrac¢uj na nésledujici bod.

3. Prohleddnfm vsech moZnost{ uréi barevnost grafu (V, E) a vydej odpovéd.

Tento algoritmus se ale pro praktické pouziti moc nehodi, protoze norméalné se napiiklad s
nédhodnymi grafy na 200 vrcholech nesetkavame.

Amortizovana slozitost

Pro kazdé n nalezneme nejhorsi ¢as vyzadovany posloupnosti n operaci a tento cas vydélime n.
Amortizovand slozitost je limitou téchto hodnot pro n jdouci do nekonecna. To néds zajimé proto,
ze nékteré datové struktury maji takovou vnitini organizaci, ze na ni zavisi slozitost, a ta orga-
nizovanost se béhem posloupnosti operaci méni. Nejhorsi pripad vlastné uklizi za nésledujici nebo
predchozi rychlé pripady.

Napriklad u pri¢itani jednicky ke k-cifernému binarnimu ¢&islu je casova slozitost pocet jednicek
ve vstupu. Nejhorsi pifpad s linedrni slozitosti nastane pro &fslo ze samych jednicek (tedy 2% — 1),
ale téch piipadu je mélo a amortizovand slozitost nakonec vyjde konstantni.

Nebo urcité algoritmy v piekladacich v praxi bézi rychle, prestoze jednotlivé operace maji
velkou slozitost v nejhorsim piipadé. To se také podarilo vysvétlit pomoci amortizované slozitosti.

Asymptotickd notace

Skutecnd slozitost zavisi na implementaci algoritmu, na konkrétnim pocitaci, vlastné se neda
presné spocitat v obecném piipadé. Abychom mohli spoéitat aspoii néco, zacaly se pouzivat
odhady slozitosti az na multiplikativni konstantu. Tyto odhady popisuji rust slozitosti vzhledem
ke zvétsujicim se vstupum, ale neurc¢uji konkrétni funkci (¢isla).

Necht f, g jsou funkce na piirozenych éislech. Znaéime:

f=0(g9), kdyz Fe>0Vn: f(n)<cg(n) (1.1)
f=wl(g) Ve > 0 Inekoneéné mnoho n : f(n) > cg(n) (1.2)
f=06(9) de,d >0 Vn :dg(n) < f(n) < cg(n) (1.3)

Budeme prevazné pouzivat O, protoze chceme hlavné horni odhady, kdezto dolni odhady byva
obvykle tézsi zjistit. Pro tuplnost:



Kapitola 2

Slovnikovy problém

Je dano universum U, mame reprezentovat jeho podmnozinu S C U.
Budeme pouzivat operace

e MEMBER(z),z € U, odpovéd je ano, kdyz = € S, ne, kdyz = ¢ S.
e INSERT(z),x € U, vytvoii reprezentaci mnoziny S U {x}
e DELETE(x),x € U, vytvoii reprezentaci mnoziny S\ {z}

e ACCESS(z). Ve skuteénych databdzich MEMBER, nestaci, protoze se kromé klice prvku
zajimame i o jeho ostatni atributy. Tady se ale o né starat nebudeme — obvyklé feSeni je
mit u klige pouze ukazatel na ostatni data, coz usnadituje prfemistovani jednotlivych prvka
datové struktury.

Predpoklada se znalost téchto zakladnich datovych struktur: pole, spojovy seznam, obousmény
seznam, zasobnik, fronta, strom.

2.1 Pole

Do pole velikosti |U| ulozime charakteristickou funkei S.
+ Velmi jednoduché a rychlé — vsechny operace probihaji v konstantnim ¢ase O(1)

— Pamétfova naroénost O(|U|), coz je kdmen tirazu. Napt. databéze viech lidi v Cesku, kédovanych
rodnym ¢islem, by snadno pierostla moznosti 32-bitového adresniho prostoru (10 miliard RC
x 4B ukazatel) Ale pro grafové algoritmy je tahle reprezentace velmi vhodné.

2.2 Seznam

Vytvoiime seznam prvka v S, operace provadime prohleddnim seznamu. Casovd i pamétovd
slozitost operaci je O(|S]) (a to i pro INSERT — musime zjistit, jestli tam ten prvek uz nenf).

Najit lepsi
priklad?



Kapitola 3
Hasovani I

Je ddno universum U, reprezentovand podmnozina S, S C U,|S| = n. Velikost tabulky, ve které
budeme chtit S reprezentovat je m.

Méme hasovaci funkci h : U — {0..m — 1}. Mnozina S je reprezentovana tabulkou T'[0..m — 1]
tak, ze prvek s € S je ulozen na misté h(s).

Charakteristickou vlastnost{ obecné hasovaci funkce je velké plytvan{ pameéti pokud n < |U],
napf. pro n = loglog |U].

S prvky, které nesou kladnou informaci (z € S), moc nenadéldme. Ale zdporné muzeme néjak
sloucit do jednoho nebo i prekryt s témi kladnymi. To je zdkladni idea hasovani.

Problémy:

1. Jak rychle spocitame h(s).
2. Co znamend uloZen na misté h(s) 7 Co kdyz plati h(s) = h(t) a zdroveii s # ¢ 7
Resen:

1. Omezime se na rychle spocitatelné hasovaci funkce. Predpokladdme, ze h(s) spocteme v

case O(1).

2. Tento piipad se nazyva kolize a jednotlivé druhy hasovani se déli podle toho, jak Tesi kolize.

3.1 HasSovani se separovanymi retézci

Tento zpusob hasovani fesi kolize tak, ze kolidujici prvky ukldda na stejnou pozici do tabulky.
Na této pozici jsou ulozeny v podobé linedrnich seznamu. Takovému seznamu kolidujicich prvkua
se Tika retézec. Hasovaci tabulka je tedy pole linedrnich seznamu, ne nutné uspotradanych. Odtud
plyne nazev této metody, protoze fetézce prvku nejsou mezi sebou promichany - fetézec, ktery je
v tabulce uloZen na pozici y v sobé obsahuje pouze ty prvky, pro které plati h(z) = y.

Zakladni operace na této tabulce jsou MEMBER (viz algoritmus , INSERT (viz alg. a
DELETE (viz alg. |3.3).

Ocekavana doba operace MEMBER, INSERT nebo DELETE je stejna jako ocekdvana délka
seznamu. Ale pozor na prazdny seznam, u néj nedosdhneme nulového ¢asu operace. Ukazeme, ze
ocekavana doba operace je konstantni.

10
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Algoritmus 3.1 MEMBER pro hasovani se separovanymi fetézci
MEMBER(x):

1. Spocitame h(x).
2. Prohleddme h(z)-ty seznam.

3. Kdyz tam x je, vratime true, jinak false.

Algoritmus 3.2 INSERT pro hasovani se separovanymi fetézci
INSERT(x):

1. Spocitame h(x). (Jako MEMBER)
2. Prohleddme h(x)-ty seznam. (Jako MEMBER)

3. Kdyz x neni v h(z)-tém seznamu, tak ho tam vlozime.

Algoritmus 3.3 DELETE pro hasovani se separovanymi fetézci
DELETE(x):

1. Spocitdme h(x). (Jako MEMBER)
2. Prohleddme h(x)-ty seznam. (Jako MEMBER)

3. Kdyz « je v h(x)-tém seznamu, tak ho odstranime.

Predpoklady:

1. h rozdéluje prvky U do seznamu nezavisle a rovnomérné (napi. h(z) = x mod m).
Tedy pro Vi, j : 0 <1i,j < m se pocty prvku S zobrazenych na i a j lis{ nejvys o 1.

2. Mnozina S mé rovnomeérné rozdéleni — vybér konkrétni mnoziny S ma stejnou pravdépodobnost.

To je dost omezujici, protoze na rozdil od hasovaci funkce nejsme schopni S ovlivnit.

3.1.1 Ocekavana délka seznamu

Oznacme p(¢) = P(seznam je dlouhy ¢).
Z predpoklada m4 p(¢) binomické rozdéleni, neboli

- () 0-2)
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tedy oCekdvand délka seznamu je

£=0

n n! 1 1 e n oo 1) . 1 N
"2 W W ZZ;n@l)![(T(L1))(€1)]!(m)e(1_m) ‘
oy 2 (PN (e - Lyeenen 22 S (T (L Ly
§m<€—1>(m) =) m,;l< R )(m) (1--)

README.1st: vechny tpravy sméfuji k tomuto sou¢tu podle binomické véty

L t-) =t ma, (31

kde a = n/m je tzv. faktor naplnémﬂ obvykle je dulezité, je-li vétsi ¢ mensi nez 1.

3.1.2 Ocekavany cas posloupnosti operaci

Kdyz mame posloupnost P operaci MEMBER, INSERT, DELETE spliujici predpoklad rovnomérného
2
rozdélen{ a aplikovanou na prazdnou hasovaci tabulku, pak ocekdvany cas je O(|P| + %)

3.1.3 Ocekavany pocet testu

co je to test?

Slozitost prohleddni seznamu se muze lisit podle toho, jestli tam hledany prvek je nebo neni. porovnéni klicd,
(I . . ) . nahlédnuti do
Uspésnygm pripadem nazveme takovou Operaci(x), kde = € S, neuspésnyg pripad je x ¢ S. V tabulky?

uispésném piipadé prohleddvame prumeérné jenom polovinu seznamu.
Ocekdvany cas pro netispésny pifpad ECN = O((1 — %)n + )
Ocekdvany ¢as pro uspésny pifpad ECU = O(5%)

Netspésny pripad

Projdeme cely seznam, musime nahlédnout i do prazdného seznamu.

n n
. 1 n
ECN=1- . = . (1 Vo e
p(O) + > £-p(t) =p(0) + > _ £+ p(l) = ( —)'+—me " ta
=1 £=0
ﬂspéénjr pripad
Zde Koubkova
Pocet test pro vyhledéni vSech prvka v seznamu délky ¢ je 1998. Koubek
0+1 2000 to ma
1+2++£:(2) trochu jinak

Ocekavany pocet testu je >, (Kgl)p(ﬁ), otekavany pocet testi pro vyhleddni vSech prvku v

tabulce je m - Zz (Z;l)p(@'

Jesté budeme potiebovat nasledujici sumu, kterou spocitame podobné jako v |3.1

212@) (;)l (1_21)"—1 :_.,:%(1_%”(%)2

Langlicky load factor
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Ocekavany pocet testu pro vyhledani jednoho prvku

R O T
4 ¢ ¢

1 2 n

m,n n
:771_7 I —
n(m( m)+m2+m)
_1 1+n+1_1+n71
2 2m 2m 2 2m
«
~14+—= (3.2
+2 62

3.1.4 Ocekavana délka nejdelsiho seznamu

Zname ocekavané hodnoty, ale ty nam samy o sobé moc nefeknou. Hodila by se ndm standardni
odchylka, ta se ale slozité pocitd. Misto toho vypocteme ocekavany nejhorsi piripad:
Dokéazeme, ze za piedpokladi 1 a 2 a |S| = n < m je o¢ekdvand délka maximélniho seznamu
EMS = 022 )
loglogn/*
Z definice

EMS = Z J - P(maximalni délka seznamu = j).
J
Pouzijeme trik: necht
q(7) = P(existuje seznam, ktery ma délku alespon j).

Pak
P(maximéln{ délka seznamu = j) = ¢(j) — q(j + 1)

EMS = qu

(teleskopickd suma)
Spocteme ¢(j5):

1.7
() = P(dang semam mi détku alespon ) < () (1)
J m
q(j) <m-q'(j)

EMS<melm<j)(;J <Zm1n1m:1 <Zm1n

Necht |
o = max{k : kl <n} < ke (k/2)? <n) = 0(—2"
o = manx{l k1< ) < mancll : (k/2)"/2 < n} = O(E ),
pak
EMS < L
Zl + Z [ =Jot D ol i
Jj+0 Jj= ]0 J=Jjo
<]0+Zf<]0+2 (J ]0)<]0+T/.
j=jo 7’ Jj=jo Jo
. logn
= O(jo) = O( ) O (33)

loglogn

vysvétlit
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3.2 Hasovani s usporadanymi retézci

Usporadani fetézcu vylepsi neuspésny piipad, protoze hledani v fetézci muzeme zastavit v okamziku,
kdy narazime na prvek vétsi nez hledany prvek (za predpokladu, Ze prvky v Fetézci jsou usporddény
vzestupneé).

3.2.1 Ocekavany cas

Ocekavany cas v neuspésném piipadé se od casu v Uspésném piipadeé lisi jen o aditivni konstantu.

3.3 Hasovani s presuny

Zatim jsme predpoklddali, ze Fetézce kolidujicich prvku jsou ulozeny nékde v dynamicky alokované
paméti. To neni vyhodné, protoze vyzaduje pouziti dalsi paméti i kdyz nékteré fetézce jsou prazdné.
Proto nyni budeme ukadat fetézce piimo v tabulce.

Retézec na i-tém misté ulozime do tabulky tak, ze prvni prvek je na i-tém misté a pro kazdy
prvek Tetézce je v polozce vpfed adresa nasledujictho prvku fetézce a v polozce vzad je adresa
predchoziho prvku. Zacatek, resp. konec fetézce ma prazdnou polozku vzad, resp. vpred.

Priklad 3.3.1. Napiiklad pro U = N, m = 10, h(z) = x mod 10, hasujeme posloupnost 10, 50, 21,
60:

kli¢c | vpted | vzad

10 |5

21

50 )
60 | 3 0

© 00O Uk W~ O

MEMBER(x) je jednoduchy - od h(x)-tého mista prochdzime fetézec prvka az na konec a v
piipadé nalezeni prvku operaci ukonéime.

Pti INSERT musime zjistit, zda h(z)-ty fetézec zaéind na h(z)-tém mistd’ Pokud ano, prvek
piiddme do h(z)-tého Fetézce, pokud ne, premistime prvek na h(x)-tém misté na jiné volné misto,
upravime vp¥ed a vzad a prvek vlozime na h(x)-té misto.

2To je jednoduché - pokud prvek na h(z)-tém misté ma nulovy ukazatel vzad, pak je zacatkem h(z)-tého Fetézce.
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Piiklad 3.3.2. Tabulka z piedchoziho pifkladu po INSERT(53) bude vypadat takto:

kli¢ | vpred | vzad

10 |5

21

53

50 5
60 | 4 0

© 00O Uk W~ O

Pii DELETE musime testovat, zda odstranovany prvek neni na 1. misté svého fetézce a pokud
ano a fetézec ma vice prvki, musime pfresunout jiny prvek z tohoto fetézce na misto odstraiiovaného
prvku.

Jak zjistime, Ze jiny prvek y patif tam, kde je ulozen? Spocitat h(y) muze byt relativné pomalé. Tady mam
Pokud T[i].vzad nékam ukazuje, pak vime, ze h(y) # h(x). zmatek. Zavést

lepsi znaceni.

3.4 HasSovani se dvéma ukazateli

Pti haSovani s presuny ztracime cas pravé témi pfesuny, obzvlasté, kdyz jsou zdznamy velké. To
motivuje nasledujici implementaci hasovani s fetézci.
Pouzijeme dva ukazatele, vp¥ed a zatatek:

e T[i].vpfed je index ndsledujictho prvku v fetézci, ktery je zde ulozen. (Nemusi to byt Fetézec
s h(z) =1.)

e T[i].zagatek je index zacatku fetézce, ktery obsahuje prvky, jejichz h(x) = i.

Piiklad 3.4.1. Necht h(x) = 2 mod 10. Uklddédme prvky 50, 90, 31, 60:

kli¢ | vpred | zacatek

50 | 3 0
31 1
60

90 | 2

© 00O Ui W — O
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Pridame 42, 72, 45:

kli¢ | vpred | zacatek

0150 |3 0
1|31 1
2|60 )
3190 |2

4| 45

5142 |6 4
6 | 72

7

3

9

3.5 HasSovani s linearnim pridavanim

Jde to i bez ukazatelu.

Je ddno m mist, kterd tvoii tabulku. Pokud je pfislusné policko jiz zaplnéno, hleddme cyklicky
prvni volné nédsledujici misto a tam zapiSeme. Vhodné pro mélo zaplnénou tabulku (< 60%, pro
80% vyzaduje uz hodné ¢asu). Téméi nemozné DELETE: bud ozna&it misto jako smazané, nebo
celé prehasovat.

klic
120
51
72

© 00O Ui Wi~ O

Pridame 40, 98, 62, 108:

klic
120
o1
72
40
62

98
108

© 00O Uik W~ O
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3.6 HasSovani se dvéma funkcemi (oteviené h., h. s otevienou
adresaci)
Pouzijeme dvé hagovaci funkce, hy a hs, je zde v8ak dcelné piedpokladat, ze ha(i) a m jsou ne-

soudélné pro kazdé i € U. Pii INSERTu pak hleddme nejmensi j takové, ze T'[h1(z) + jha(z)] je
volné.

Priklad 3.6.1. M&jme hy(z) = z mod 10

klic
10
31

© 00O Ui Wi —= O

INSERT(100): h;(100) = 0 a pfredpokladejme, ze h2(100) = 3. Volné misto najdeme pro ¢ = 1.
INSERT(70): hy(70) = 0 a pfedpokladejme, ze ho(70) = 1. Volné misto najdeme pro i = 2.

klic
10
31
70
100

© 00O Ui Wi~ O

Neuvedli jsme explicitni vzorec pro ho. Jeji sestaventi je totiz slozitéjsi. VSimnéte si, ze nemuzeme
vzit ho(100) = 4. Vechny hodnoty hs totiz musi byt nesoudélné s velikosti tabulky.

3.6.1 Algoritmus INSERT

viz algoritmus
Test k # i v kroku 3 brani zacykleni algoritmu. Tento problém m& alternativni FeSeni, ne-

dovolime vlozeni posledniho prvku (misto testu v cyklu si pamatujeme ddaje navic). Analogické
problémy nastavaji u haSovani s linedrnim pridavanim.
Tato metoda pracuje dobfe az do 90% zaplnéni.
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Algoritmus 3.4 INSERT pro hasovani se dvéma funkcemi
INSERT(x)

1. spocti ¢ = hy(x)

2. kdyz tam x je, pak skonci
kdyz je misto prazdné, vloz tam x a skonci

3.  if i-té misto obsazeno prvkem # z then
spocCti ha(x)
k = (h1(z) + ha(x)) mod m
while k-té misto je obsazené prvkem # z a i # k do
k = (k4 ha(x)) mod m
end while
end if

4. kdyz je k-té misto obsazené prvkem x, pak nedélej nic,
kdyz i = k, pak ohlas preplnéno, jinak vloz x na k-té misto

3.6.2 Ocekavany pocet testi

Piedpokldddme, ze posloupnost hi(z), hi(x) + ho(x), hq(x) + 2ha(z),... je ndhodnd, tedy ze pro
kazdé x maji vSechny permutace Fadku tabulky stejnou pravdépodobnost, Ze se stanou touto
posloupnosti.

pri neuspésném vyhledavani
Oznac¢ime jej C'(n,m), kde n je velikost reprezentované mnoziny a m je velikost hasovaci tabulky.

Bud ¢;(n, m) pravdépodobnost, ze v tabulce velikosti m s ulozenou mnozinou velikosti n jsou
pii INSERT(x) obsazend mista hi(x) + iha(x) pro i = 0..j — 1 (tedy fetézec m4 alesponi j prvki).

C(nym) = (j + (g;(n,m) = gj11(n,m)
§=0

= a;(n,m)) = (4 Dgnga(n,m) =D gi(n,m) (3.4)
j=0 j=0

Protoze 1 1
n n— n—7j n
(n,m) = — i =—qi_1n—1,m-1 3.5
a;(n,m) mm—1 m—j7+1 mq] i(n m—1) (3:5)

dostaneme po dosazent:

j=1

n oo
gj-1(n—1,m—1) = 1+EX;Qj—1(n*1am*1)
]:

3=

n
=1+ EC(n— 1,m—1) (3.6)

Resenim tohoto rekurentniho vzorce je

m+1

Clnm) =

(3.7)
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coz dokdzeme indukei:

C(n,m) = 1—|—%C’(n—l,m—1)

— 1 1 1
_1_|_2 m n+ +’I”L: m ~ (38)
mm—n+1 m—n—|—1 m-—-n+1 1—«

pri uspésném vyhledavani
Soucet otekavanych testu vsech INSERTT pfes vytvafeni reprezentované mnoziny déleny velikosti
mnoziny.

n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1
ni:O nlzo m—1+ n izom—z—k
m+1 m—n+1
m+1 1 1 m+1 m+1 1 1
= -) — ) &~ | ~—1 3.9
n ((Zz) (Z z)) n nm—n+1 anl—a (3.9)

i=1 i=1

Nésledujici tabulka ddva ocekdvanou dobu vyhleddvani pro ruzné zaplnéni hasovaci tabulky.

a |05 07 09 095 099 0.999
— 2 33 10 20 100 1000
iln- [ 138 1.7 255 315 465 6.9

3.7 Srustajici hasovani (standardni: LISCH a EISCH)

Dalsi metodou jak fesit kolize je neseparovat fetézce. To znamend, ze v jednom fetézci se nyni
mohou nachédzet prvky, které maji ruzné hodnoty hasovaci funkce. Proto se této metodé fika
srustajici hasovdni. Retézce se nepiesouvaji, v tabulce tedy nemusi byt obsazena informace kde
zacind dany fetézec.

Tabulka mé dvé polozky: kli¢ a adresu nésledujictho prvku (vp¥ed). Prvek s € S je reprezen-
tovén v Fetézci, ktery pokracuje v misté A(s).

Priklad 3.7.1. Opét pouzijeme hasovaci funkci h(z) = = mod 10. V nésledujici tabulce jsou
srostlé fetézce pro hodnoty 0 a 3 funkce h:

kli¢ | vpted

0|10 |3
1121

2

3140 |4
4133 |7
5

6

7170

8

9

XXX doplnit
odhady pro
Uspésny/nedspésny
piipad pro
EISCH, LISCH,

.. z 2003/2004.
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3.7.1 Algoritmus INSERT
viz algoritmus

Algoritmus 3.5 INSERT pro srustajici haSovani
INSERT(x)

1. spocti ¢ = h(x)

2. prohledej fetézec zacinajici na misté ¢ a pokud nenajdes z, ptfidej ho do tabulky a pfipoj
ho do toho fetézce.

Kam do toho fetézce mame piipojit novy prvek? (To je jind otdzka, nez které volné misto
zvolit.) Metoda LISCH (late insert standard coalesced hashing) ho pfipoji na posledni misto fetézce,
metoda EISCH (early insert standard coalesced hashing) ho pfipoj{ hned za h(z)-té misto.

Priklad 3.7.2. Po proveden{ operaci LISCH INSERT(103), EISCH INSERT(94) bude tabulka z
piikladu vypadat takto:

kli¢ | vpted
0|10 |3
1121
2
3140 |4
4133 |6
5
6194 |7
717 |9
8
9 | 103

Pozndmka 3.7.1. Pfi tispésném vyhleddn{ je EISCH asi o 15% rychlejsi nez LISCH. (Pfi netispésném
jsou samoziejmé shodné, protoze v obou piipadech je nutné projit cely fetézec.)

3.8 Srustajici haSovani s pomocnou paméti (obecné: LICH,
EICH, VICH)

Standardni srustajici hasovani mé tu nevyhodu, Ze se pii vétsim zaplnéni tabulky mohou vytvofit
dlouhé fetézce. Tabulku tedy prodlouzime o pomocnou pamét (tzv. sklep), do které se nedostane
hasovaci funkee, a kolidujici prvky priddvéme odspodu. Retézce tedy srostou az po zaplnéni sklepa.

Opét existuji varianty pfipojeni nového prvku do fetézce: LICH a EICH jsou analogické k
LISCH a EISCH. VICH (variable insert coalesced hashing) pfipojuje na konec Tetézce, jestlize
fetézec konci ve sklepé, jinak na misto, kde fetézec opustil sklep.
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Piiklad 3.8.1. Provedeme operaci INSERT pro nasledujici posloupnost prvkua: 10, 41, 60, 70, 71,
90, 69, 40, 79. Tabulka pak bude vypadat takto:

LICH EICH VICH

kli¢ | vpted || kli¢c | vpted kli¢ | vpted
0 10 | 12 10 | (12)(11)(9)7 || 10 | 12
1 41 | 10 41 | 10 41 | 10
2
3
4
5
6 79 7 |8 7 18
7 40 | 6 40 |9 40 |9
8 69 | 7 69 | 11 69
9 90 | 8 90 | (11)(8)6 90 | (8)6
10 || 71 71 71
1170 |9 70 | 12 70 | (9)7
12 || 60 | 11 60 60 | 11

Sklep je od "hlavni ¢asti” tabulky odlisen ¢arou.

3.8.1 Operace DELETE
viz algoritmus

Algoritmus 3.6 DELETE pro srustajici hasovani s pomocnou paméti

1. spocitdme h(z) a prohleddme Tetézec zacinajici na adrese h(x).
kdyz neobsahuje  — konec.

2. kdyz x je na adrese h(x) a v Fetézci nédsleduje prvek v pomocné ¢dsti tabulky (sklepé) -
odstranime x. Prvek, ktery nédsleduje za x pfesuneme na misto h(x) a uvolnime jeho misto -
konec.

3. x je ve sklepé - zjistime, zda se nachdzi v fetézci mimo sklep prvek s hasovaci hodnotou
h(zx) - pokud neexistuje, pfesuneme posledni prvek v fetézci, ktery je ve sklepé na misto x a misto
posledniho prvku uvolnime.

Kdyz takovy prvek existuje, vezmeme prvni prvek s touto vlastnosti. Oznac¢me ho y, pak y
preneseme na misto z a budeme chtit uvolnit misto prvku y. (obrazné feceno x a y v fetézci
prohodime)

4. x je v ¢asti, kam muze hasovaci funkce a fetezec v této ¢asti pokracuje. pak = odstranime a
prvky za x zahaSujeme do tabulky v poradi jak se do ni uklddaly a pokud vznika kolize, umistime
je zpatky na misto, kde byly.
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Piiklad 3.8.2. Pouzijeme hasovaci funkei h(z) = 2 mod 10
Provedeme operaci DELETE na prvky 41, 42.

e metoda LICH:
odstranime prvky 62,78,82,52 z fetézce a provedeme postupné INSERT: 62,78,82,52

e metoda VICH:
odstranime 62,78,82,52 a provedeme INSERT: 82,62,78,52. pokud bychom provedli INSERT
82,62,52,78, pak bychom nepoznali, v jakém to bylo v tabulce poradi.

klic | vpted

11 10
32 |9
43

42 19
82
78
62
9 52
10 || 21
11 || 41
12 || 61

0O Tt W —= O

= =00 =3I O

Do =

3.8.2 Srovnavaci graf
XXX

3.9 Srovnani metod

Zde uvadime porovnédni podle po¢tu testu, protoze to se da vypocitat. Doba béhu se musi mérit.

3.9.1 Poradi podle nelispésného pripadu
V netspésném pripadé:
1. h. s usporddanymi fetézci (nejlepsi)
2. h. s pfesuny
3. VICH=LICH a h. se 2 ukazateli (VICH je lepsi az do a = 3/4)
. EICH

4
5. LISCH=EISCH (az sem je vée O(1))
6. h. se 2 funkcemi

7

. h. s linedrnim pfiddvanim (nejhorsi)

7 42 v puv.
tabulce nebylo
XXX sehnat
puvodni priklad

Nascanovat
obréazek z
Vittera a
Chena [6]
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3.9.2 Pocet testi pro zaplnénou tabulku

Pocet testt pro tplné zaplnénou tabulku (m = n nebo m =n — 1)

typ XXX
h. s pfesuny 1.5
h. se 2 ukazateli 1.6
VICH=LICH 1.8
EICH 1.92
LISCH=EISCH 2.1
h. se 2 funkcemi n

h. s linedrnim pridavanim | n

3.9.3 Pocet testli vyjadireny vzorcem

typ tspésné vyhledani netspésné hledani
s Tetézci 1+ 5 e “+a
s usporadanymi fetézci | 1+ § e+ 14+ % —-1T(1-ev)
s premistovinim 1+¢ e 4 a
se 2 ukazateli 1—&—%—}—%2 1—}—%24-04—&-@_@(24—04)—2
VR 2
s linedrnfm piiddvanim | 2(1+ ) 11+ ()9
dvojité haSovani éln 1ia ﬁ
I+ (e** —1 - 2a)
LISCH L |1+ 5(e = 1-2a)
+ZOZ
EISCH Lier—1) 14 1(e** —1—20)
1+ % kdyz a < A\
14+ B(e20e/B-2) _1_9 Y
LICH 1spésné: taale 5 (/B )
+HE+ N+ 3128 kdyz a > A8
e~ /B 4 4 kdyz o < A3
LICH netspésné: % + 1 (e@/B=% —1)(3 - % +2)) ,
—1(a/B=N) kdyz a > A8

kde 8 = 7% je podil adresové casti tabulky na jeji celkové velikosti a A je jediné nezdporné
fedeni rovnice e + X\ = %

3.10 Prehasovavani

V predchozich metodéch jsme narazili na piipady, ze pii velkém zaplnéni tabulky je nutné ji
prehasovat. Zde si ukazeme metodu, jak se to déla.

Mame hagovaci funkce: ho hasuje do tabulky velikosti m = 2%m, hy do 2m = 2'm, hy do
dm = 2%m ..., h; do 2'm.

co znamenaji
¢isla v pravém
sloupci ?
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Mnozinu S reprezentujeme takto:
Ulozena je velikost S a ¢islo i takové, ze

2072m < |S| < 2'm (3.10)

a S je zahaSovéna funkci h;.

3.10.1 MEMBER

MEMBER funguje normélné, pii INSERT a DELETE kontrolujeme poruseni podminky (3.10) a
piipadné prehasujeme pro ¢ + 1:

3.10.2 INSERT

Provedeme operaci INSERT a kdyz mame piidat prvek, testujeme, zda |S| + 1 < 2'm. Pokud
nerovnost plati, dokon¢ime INSERT. Pokud neplati, zvétsime i o 1 a spocitdme ulozeni S U {z}
vzhledem k nové hasovaci funkci h;.

3.10.3 DELETE

Provedeme operaci DELETE a kdyz méame odstranit prvek, testujeme, zdai > 0 a |S|—1 = 2i~2m.
Pokud rovnost neplati, dokoné¢ime DELETE. Pokud plati, zmensime ¢ o 1 a spoc¢itame ulozeni
S — {z} vzhledem k nové hasovaci funkci h;.

3.10.4 Slozitost

Tato metoda m&a malou amortizovanou slozitost. Kdyz se spocitd hasovaci tabulka pro novou
hasovaci funkci h;, pak obsahuje 2'~'m prvki a proto je tieba alespon 2°~2m tspésnych op-
eraci DELETE nebo 2°~'m tuspésnych operaci INSERT, abychom piepocitavali tabulku pro jinou
hasovaci funkci. Tedy amortizovand slozitost prepocitavani tabulky je O(1) (tato metoda neni
vhodn4 pro préci v interaktivnim rezimu).



Kapitola 4

Hasovani 11

4.1 Univerzalni hasovani

Idea univerzalniho hasovani ma odstranit pozadavek na rovnomeérné rozlozeni vstupnich dat. Tento
pozadavek chceme nahradit tim, ze budeme mit soubor H hasovacich funkci do tabulky velikosti
m takovy, ze pro kazdou podmnozinu S univerza U je pravdépodobnost, ze funkce z H se chova
dobfe, hodné velkd (tj. je jen mélo koliz{). V tomto pfipadé, kdyz vybereme h z H ndhodné
s rovnomérnym rozlozenim, pak pro kazdou podmnozinu S C U takovou, ze |S| < m, bude
otekdvany ¢as (pocitany pres vSechny funkce z H) konstantni. Rozdil proti tradi¢énimu hasovan{
je, ze predpoklad rovnomérného vybéru hasovaci funkce z mnoziny H muZzeme zajistit (nebo se k
splnén{ tohoto pozadavku pfiblizit), ale vybér vstupnich dat ovlivnit nemuzeme. Nyni tuto ideu

zformalizujeme. zajimé nés
jednak ¢, jednak

Definice 4.1.1. Tfida hasovacich funkei H C {h|h: {0.. N —1} — {0 .. m — 1}} je c-univerzdlnié  velikost systému
(tj. pocet funkei

systém, kde ¢ € RT, jestlize v systému)

Vx#ye{()..N—l}:|{h€H:h(x):h(y)}|<c%,

Nejprve ukazeme, ze c-univerzalni systémy existuji:
Véta 4.1.1. Predpoklddejme, ze U = {0 .. N — 1}, kde N je prvoéislo. Definujme
H = {ha : hap(x) = ((ax + b) mod N) mod m; a,be€ {0 .. N —1}}

Potom H je c-univerzdlni a ¢ = ((%W /%)2

Diikaz. |H| = N2, coz je pocet dvojic (a,b).
Necht (z,y) jsou libovolné, ale pevné. Zaroven plati z # y. Kolize nastane v piipadech, kdyz:

hav(2) = hab(y),
neboli

ar+b = qg+rm (mod N)
ay+b = q+sm (mod N)

kde (a,b) jsou nezndmé a parametry (g, r, s) nabyvaji vsech hodnot takovych, ze

gef{0..m—1}Ar,se{0.. [N/m]|—1}.

25
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N je prvocislo, tedy Z y je téleso a pro kazdou trojici parametru (g, r, s) ma soustava pravé jedno
feseni (a,b). Pocet kolidujicich funkef je presné tolik, jako pocet trojic (g, r, s), ktery je m- fN/mf.

(ot () = hap()}] < m [¥]* = %% = Ml

= tento univerzalni systém lze zkonstruovat. Velikost H je N2. O

4.1.1 Ocekavana délka retézce

Definice 4.1.2. Méjme libovolnou pevnou S C U, libovolné pevné x € U a funkci h : U —
{0 .. m — 1}. Definujme

Sh.,» = Fetézec prvku y € S, pro které plati h(y) = h(z). (4.1)
Zavedme
on(@,y) = [z #y A h(z) = h(y)] (4.2)
On(x,S) = dnlx,y), (4.3)
yeSs

Chceme spocitat prumérnou délku S,, kde prumér pocitame pies vsechny h € H, kde H je
c-univerzalni systém.

Véta 4.1.2. Kdyz H je c-universdlni systém, pak VS C U aVx € U je oéekdvand hodnota

c(IS1=1)

res
6}7/(377 S) = {Clslnl

x ¢S

kde primér se bere pres h € H a predpokldiddme rovnomérny vybér fci z H.

Dukaz.
Z 6h(I,S) = Z Zah(xvy) = Z Z 5h(x7y)
heH heH yes yeES heH
y# yFx
c|H
= Yoltne mnt) = )y < Y0 91
yeS yeSs
= c($—1)\H| res
Tedy prumérnd hodnota d5(z,S) < <. O

Véta 4.1.3. Pro kazdou mnozinu S C U, |S| =n a kaZdé x je odekdvany éas operaci MEMBER,
INSERT, DELETE O(c-n/m), pricemZ je brany pres viechny funkce h € H pri jejich rovnomérném
rozdélend.

Véta 4.1.4. Markovova nerovnost: Necht oéekdvand hodnota X je nenulovd. Pak plati P(X >
tEX) < 1/t

Pozndmka 4.1.1. Jind formulace Markovovy nerovnosti (véty) muze byt tato:
KdyZz X je ndhodna veli¢ina s o¢ekdvanou hodnoutou p, pak P(X > tu) < 1.

m je pocet q,
[%12 je pocet
q,s

Iversonova
konvence:
[true]=1,
[false]=0

pokud by nebyl
uveden
predpoklad

X # 0, véta bz
neplatila
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Diikaz. X je rovnomérné rozdélend ndhodnd velicina nabyvajici hodnot {z; : i € I}, I C N,
I'={iel:x; >tu}, pak

1
,uzng:i I'ci
el

> Z Z; z definice I’

a tedy

Varianta Markovovy nerovnosti:

Véta 4.1.5. Za stejnyjch predpokladi jako u véty[4.1.3, kdyz p je primérnd délka etézce Sy, ., pak

1
Wt > 1 P(Shel > tn) <

Dukaz. plyne z Markovovy nerovnosti.

4.1.2 Velikost c-univerzalniho systému
Dolni mez

Rekli jsme, ze pfi pouziti c-univerzdlniho systému z néj hasovaci funkce vybirdme ndhodné. V
praxi ale budeme vétsinou pouzivat pseudondhodny generator, ktery se po urcité periodé opakuje.
Abychom zajistili co nejvétsi ndhodnost, potiebujeme, aby systém H mél co nejméné funkei.

Véta 4.1.6. Kdyz H je c-univerzdlni systém funkc? z univerza U do {0 .. m — 1}, pak
m
7] 2 = [(log,, N) ~ 1]

Diikaz. Méjme c-univerzélni systém H = {hi ... hjg|}. Necht Uy = U.

Necht U; je nejvétsi podmnozina Uy takové Ze hy je na (Up) konstantni.

Necht Us je nejvétsi podmnozina Uy takové Ze ha je na (Usz) konstantni. (Také hy je na (Uz)
konstantni) A tak déle.
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Plati
|Uo| =N
N
e ]
m
[ 1 [ ]
- m - |m?2
[N
mZ

Necht ¢ = [log,, N| — 1. Plati [2] — 1 < z a log je rostouci, tedy m! < N a

N
|Ut| > ’7—‘ > 17

mt

neboli Uy obsahuje alespon 2 ruzné prvky, a # b
Necht x = [{h € H : h(a) = h(b)}|. Z definice c-univerzalniho systému * < C‘TI:‘. Protoze
hi,...,ht jsou na U; konstantni, dostdavame * > t. Zbytek je jednoduchy. O

Nés zajimd log, |H|, tedy kolik bitt potFebujeme od pseudondhodného generdtoru na uréen{
ndhodné hasovac{ funkce. Zjistili jsme, Ze potiebujeme nejméné log, m+log,[(log,, N)—1]—log, ¢
bitt.

Piiklad malého c-univerzalniho systému

My zndme c-univerzalni systém velikosti N2, tedy log, |H| = 2logy N, coz je hodné velké proti
praveé spoc¢itanému dolnimu odhadu. Nyni zkonstruujeme c-univerzalni hasovaci systém, ktery tento
dolni odhad v jistém smyslu nabyva.

Bud' p1, ps ... rostouci posloupnost vsech prvoéisel. Z teorie &sel bychom si méli pamatovat, ze
pr = O(tlogt).

Zvolime nejmensi ¢ takové, ze

tlnp; > mIn N (4.4)

Definujme
he,a,1(z) = (c(z mod p;) + d) mod py; mod m (4.5)
H= {hc,d,l ic,d € {0 . Dot — 1},t << 2t}, (46)

pak |H| = tp3,, a tedy log, |H| = log, t+2log, pa; = O(logt+2log 2t+2loglog 2t) = O(logt) =
O(logm + loglog N), ¢imz jsme se dostali na doln{ hranici odvozenou vyse.

Dokazeme, ze H je 5-univerzalni systém.

Zvolme x # y € U, spocteme odhad [{h € H : heqi(x) = heai(y)}|, tedy musime odhadnout
ze shora pocet trojic ¢, d, [ takovych, ze hc q1(z) = he,q1(y). Rozdélime je do dvou skupin:

1. ¢,d,l takovd, ze heqi(x) = hea,i(y), ale x mod p; # y mod p;
2. ¢,d,l takovd, ze heq1(x) = heai(y), & © mod p; = y mod py

+

vysvétlit
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1. Plati
c(xmod p))+d=Fk+qgm (mod pa)
clymod p;) +d=Fk+rm (mod pyy)

pro néjakd k € {0 .. m—1},¢q,r € {0 .. [22£] —1}. Protoze p; je prvocislo, je pocet trojic
splilyjicich (1) roven

P2t -2

pocet trojic < tm]

2
gtm(1+@)
m

#l < t,#(c,d) = #(k,q,7)

2 2
= tmp—Qé (1 + m) vytknutim
m D2t
2
H
_ (1 N m) 1H]|
D2t m
H
< 4u jestlize m < poy

Jesté tedy musime ukézat, ze m < po,. Kdyby ale poy < m, pak dostaneme tento spor: tlnp;, <
porInpoy < mlnm < mIn N < tlnp;.

Poznamka 4.1.2. V(k,q,r)3!(c, d), které fesi rovnici, jelikoz Z,,, je téleso a x mod p; # y mod p;.
2. Necht L = {l : z mod p; = y mod p; At <1 < 2t}. Pak pocet trojic splitujicich (2) je roven
pocet trojic = |L|p3,

_ th
m
H

_
m

jestlize |L| < t/m

Pokud tedy jesté dokdzeme, 7e |L| < t/m, pak [{h € H : heg1(x) = heau(y)}] < 4L HL — 51H]
a H je 5-univerzalni systém.

Necht P = [],c;, - Z definice L viechna p; déli |z — y|, tedy i P déli |z — yl, a proto P <
|x —y| < N. Protoze P > pltL\7 dostaneme |L| < In N/Inps, a z definice ¢ (4.4) plyne |L| < t/m.

4.1.3 Reprezentace S a operace MEMBER, INSERT, DELETE

Mame m a pro v8echna ¢ = 0,1,... je ddn ¢;-univerzalni systém funkci H; hasujici do tabulky
velikosti 2°m. Reprezentace S C U :
o |5

o i takové, 7e 272m < |S| < 2'm

e funkce h € H;

reprezentace S vuci h;

Vj € {0..2%m — 1} je ddna délka fetézce reprezentujictho prvky s h(x) = j

konstanty d; omezujici délky fetézce
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MEMBER
MEMBER pracuje normalné.

INSERT

viz algoritmus [4.1

30

Algoritmus 4.1 INSERT pro universdlni hasovani

1. zjistime, zda méme pridat do .S

2. kdyz délka j-tého fetézce +1 > d;,
pak spocitame novou reprezentaci

3. kdyz |S| +1 = 2'm,
pak inkrementujeme ¢ a spocitdme novou reprezentaci

4. jinak pfiddme prvek do Fetézce h(x)

DELETE

viz algoritmus [4.2

Algoritmus 4.2 DELETE pro universalni hasovani

1. zjistime, zda z € S

2. kdyzzeSalS|—1=2"2mai>0,
pak dekrementujeme i a spo¢itdme novou reprezentaci

3. jinak z odstranime z h(x)

Spocéitani nové reprezentace

repeat

zvolime nahodné h € H;

spocitame reprezentaci S vuci h
until vSechny fetézce maji délku < d;

Kolikrat probéhne ten cyklus? Zavisi to na vice parametrech a nenf jisté, zda to bylo nékdy presné

spocitano.

4.2 Externi hasovani

Méme déno universum U a vnéjsi pamétové medium, které je rozdéleno do stranek. Kazd4 stranka
muze obsahovat nejvyse b zdznamu. Chceme navrhnout uklddani prvka do stranek tak, aby operace
MEMBER, INSERT, DELETE vyzadovaly jen konstatni pocet piistupu do externi paméti, aby
stranky byly dostatetné zaplnéné. Tedy jinymi slovy: chceme minimalizovat pocet pristupu do

vnéjsi paméti.
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Vyhledame vzdy stranku ve vnéjsi paméti - natdhneme ji do vnitini paméti a tam provedeme
vyhledavani - toto vyhledavani nés ale nezajima.

Necht U je universum, S C U. Externi medium md strdnky o velikosti b. Je ddna hagovaci
funkce h : U — {0, 1}* prosta (kédovaci funkce), k libovolné. Funkce h tedy generuje bindrni kédy
délky k.

Vytvoifme strom mnoziny S. Vrcholy stromu jsou vechny prefixy slov h(s), s € S. Pro vrchol
a jsou jeho synové a0 a al (pokud existujf). Listy jsou prvky h(s),s € S.

Definice 4.2.1. Pro s € S definujeme d(s) = délka nejkratsiho prefixu « slova h(s), ze pod « je
nejvyse b listu.

Pozndmka 4.2.1. Alternativni definice d(s): d(s) = délka nejkratstho prefixu h(s) takovd, ze
pocet prvku ¢ € S, jejichz prefix délky d(s) je stejny jako prefix h(s), je nejvyse b.

Definice 4.2.2. d(S) = maz{d(s),s € S}.

Piiklad 4.2.1. Necht U = {0,1}*,b=2 a S = {0100, 0001, 0000, 1001}
Tuto strukturu muzeme zobrazit do stromu, kde bude lépe viditelnad hodnota d(.5).

7\
O
OOO 010 110
OOOO 0001 0100 1100

Obréazek 4.1: Reprezentace mnoziny S. Vrchol reprezentujici prefix 0, by ve svém podstromé mél
3 prvky, coz je vice, nez pozadujeme pomoci hodnoty b.

Z obr. plyne, Ze hodnota d(S) =
Tvrzeni 4.2.1. Plati: KdyZ d(s) = k a prvek t md stejny prefix délky k jako s, pak d(s) = d(t).
Reprezentace:

e adresdi: ke kazdému slovu a délky d(S) je pfifazena adresa stranky, kterd obsahuje prvky
s € 5, ze h(s) mé prefix a.. Tato slova délky d(s) jsou lexikograficky uspoiaddna.

e datovd c¢ast: stranky s pfifazenymi prvky

Piiklad 4.2.2. Piiklad adresdfre pro mnozinu {0000,0001,0100,1001}:

00 — 0000, 0001
01 — 0100
0\

11 — 1001
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Poznamka 4.2.2. Upfesnén{ reprezentace stranky (stranek):

Prvek s € S je uloZen na strance, kterd obsahuje vSechny prvky ¢t € S takové, ze prefix h(t) délky
d(s) bude je stejny jako h(s), tato stdnka bude prifazena véem slovim « délky d(S) takovym, ze
prefix h(s) délky d(s) je prefix a.

Pokud a neobsahuje zadny takovy prefix, tak je mu pfirazena stranka NIL.

4.2.1 Operace ACCESS
viz algoritmus

Algoritmus 4.3 ACCESS pro externi hasovani
ACCESS(x)

1. Spocitdme h(x), natdhneme adresar, nalezneme d(S) a najdeme stranky odpovidajici prefixu
h(zx) délky d(S)

2. Natdhneme odpovidajici stranku do paméti, zjistime, zda obsahuje x a kdyz ano, provedeme
pozadovené upravy.

3. Stranku ulozime zpét na stejné misto.

Operace ACCESS vyzaduje 3 piistupy na externi{ medium. (za predpokladu, ze adresér je také
ulozen na externim mediu a zabird jednu stranku)

Pro rychlou implementaci aktualizacnich operaci je vhodné mit u kazdé stranky ulozeno infor-
maci kolik je prvku na strance.

4.2.2 Operace INSERT
viz algoritmus [£-7]

Algoritmus 4.4 INSERT pro externi hasovan{
INSERT(x)

1. Spocitdme h(x), natdhneme adresdf, nalezneme d(S) a nalezneme adresu stranky
odpovidajici prefixu h(z) délky d(S). (XXX odkud vezmu d(S) ?)

2. Natdhneme do paméti odpovidajici stranku. kdyz v ni existuje x — konec

3. Kdyz neobsahuje x a md méné prvku nez b, vlozime x do této stranky a ulozime ji zpéatky
na stejné misto a aktualizujeme adresaf (pocty prvku na strance)

4. Kdyz stranka prvek x neobsahuje a ma b prvki, stranku rozdélime (nalezneme nové d(s)
pro s z této stranky i s pfidanym z), stranky ulozime a aktualizujeme adresér.

pokud je nové
Operace INSERT vyzaduje 6 piistupu na externi medium. g?lszinj(s)

S —_ bl
adresar se
zvétSovat
nebude

Poznamka 4.2.3. Rozstépeni stranky nemusi nutné znamenat zvétseni adresare.

Piiklad 4.2.3. Do mnoziny z piikladu vlozime pomoci operace INSERT prvek 1111. Hodnota
d(1100) = 1 se po vlozeni prvku 1111 nezméni. Podstrom reprezentujici prvky mnoziny S s prefixem
11 bude mit po vlozeni prvku 1111 dva syny. (viz obr.
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11
/7 \

110 111
1 |
1100 1111

Obréazek 4.2: Podstrom reprezentujici prvky mnoziny S s prefixem 11 po vlozeni prvku 1111

Pokud vezmeme situaci danou po vlozeni prvku 1111, bude adresai vypadat takto:

00 — 0000, 0001

01 — 0100
0\

1001
1/

Nyni vlozime prvek 0010. V tomto ptipadé dojde ke zvétseni adreséte:

000 — 0000, 0001
001 — 0010

010 — 0100
011/

100

101 — 1001, 1111
110

1

Hodnota d(S) je nyni 3.

4.2.3 Operace DELETE
viz algoritmus

Algoritmus 4.5 DELETE pro externi hasovani
DELETE(x)

1. spoc¢itdme h(z), natdhneme adresaf, nalezneme d(S), nalezneme adresu stranky odpovidajici
prefixu h(z) délky d(S), zjistime zda po odebrani prvku & muze nastat spojovéani stranek a pokud
ano, nalezneme adresu stranky, ktera se spoji s nasi strankou

2. natdhneme odpovidajici stranku do paméti, zjistime zda obsahuje x, pokud ne, tak konec

3. kdyz obsahuje x a nemuze dojit ke slouceni stranek, tak odstranime z, stranku ulozime na
stejné misto a aktualizujeme adresai (pocty prvku na strénce)

4. kdyz obsahuje a dojde ke slucovani, pak odstranime x, natdhneme druhou stranku a stranky
slou¢ime, ulozime novou stranku a aktualizujeme adresaf.

pro aktualizaci
adreséafre to
mohou byt 2
operace -
nacteni a
ulozeni. zfejmeé
proto, aby
mohlo byt
soucasné
pusténo vic
operaci.
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Priklad 4.2.4. Pro situaci z piikladu provedeme DELETE(0100). V adreséfi budou pak
polozky 010 a 011 ukazovat na prézdnou stranku (NIL). Adresaf zustal po této operaci stejny.
Nyni smazeme prvek 0001.

I{x\
20
-000; EQi?S

Obrézek 4.3: Cést stromu reprezentujictho mnozinu S pied smazénim prvku 0001

Na obr. [£:3] je vidét, ze po smazani prvku 0001 muze byt adresaf opét zmensen.
Po provedeni DELETE(0001) bude adresai vypadat takto:

000
001
010
011
100
101
110
111

0000, 0010

NIL

1001, 1111

NN NN

Nyni muzeme provést zmenseni adresire na:

00 — 0000, 0010
0
10 — 1100, 1111
1/

Tento adresdf muzeme jesté zmensit:

0 — 0000, 0010
1 — 1100, 1111

Poznamka 4.2.4. Pesimisticky odhad pro operaci DELETE je nejvyse 6 piistupt na externf
medium.

Aktualizace adresare

V poslednim kroku DELETE se provadi aktualizace adreséie. Nejprve provedeme opraveni odkazu
na stranky: pokud u sudého zdznamu v adresafi dojde k vyprazdnéni stranky, bude tam odkaz na
NIL. pokud dojde k vyprazdnén{ u liché stranky, pfehod{ se odkaz na piedchoz{ (sudou) stranku.
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Potom se testuje, zda jde adresaf zmensit. Zmensovani provadime tak dlouho, dokud to jde.

4.2.4 Reprezentace adresare

e reprezentovat jako posloupnost dvojic (adresa stranky, pocet prvku na strance), kde i-td

dvojice je prifazeni i-tému slovu v lexikografickém usporadani.

e zvétSovani adresdfe znamend zdvojeni prvki

e test na zmenSovani adresafe - testujeme, zda adresa na lichém misté je stejnd jako adresa
na nasledujicim sudém misté - pokud ano, tak zmensim adresdi vymazanim sudych ¢lenu
posloupnosti.

Ocekavané zaplnéni stranky pii rovhomérném rozlozeni dat je bln2 ~ 0.69b

T P PR o S
Ocekdvand velikost adresafe je n'*s (pfi rovnomérném rozlozeni dat)

Poznamka 4.2.5. Clen n'*% nenf linearni, zde je problém, proto se to nehodi pro mald b.

e
bln2

b/n [[ 10° 106 108 100

2 6.2+107 | 1.96 % 10% | 1.96 « 10™T | 1.96 = 10™*
10 1.2%10°5 | 1.5%10% | 24108 3.9 % 1010
50 | 9.8%10% | 1.0%10% | 1.1%108 1.2 % 1010
100 || 4.4% 103 | 4.5%10* | 4.7%106 4.9 %108

Jak je vidét, pro b = 2 se to nehodi, adresar je vétsi nez velikost dat.

Poznamka 4.2.6. Kdyz pracujeme s velikosti S kolem 10'°, pak je vhodné, aby b > 100. Pro

veétsi mnoziny S musi byt b vetsi.

4.3 Perfektni hasSovani

Perfektnim hasovdnim myslime tlohu nalézt pro danou pevnou mnozinu S C U, |S| = n perfektn{
hasovaci funkci, tj. funkci, kterd nema na mnoziné S kolize. Tato tloha nepfipousti ptirozenou im-
plementaci operace INSERT, protoze pridany prvek muze zptsobit kolizi. Typicky piiklad pouziti
je tabulka klicovych slov kompilatoru.

Definice 4.3.1. Funkce h: U — {0 .. m — 1} je perfektni pro S, kdyz je na S prostd (Va #y € S
plati h(z) # h(y)).

Za jakych podminek 1ze povolit INSERT? Musi byt mélo pravdépodobny. Prvky navic se davaji

jinam a po jisté dobé se vSe piepocita do jedné tabulky pro novou perfektni hasovaci funkci.

Pozadavky na hledanou hasovaci funkci:

1. h je perfektni na S

2. Vz je h(x) rychle spocitatelnd

3. m tadové srovnatelné s n

4. zakédovani h vyzaduje malo prostoru

Pozadavky 2) a 3) jdou proti sobé. A az se ndm je podaii skloubit, budeme mit problémy s 4).

A navic hledani h potrva dlouho.
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4.3.1 Perfektni hasovaci funkce do tabulky velikosti n?
Vyuzijeme, co uz vime o univerzalnim hasovéani. Pro k € {1 .. N — 1} a pro pevné m definujme
hi(z) = (kx mod N) mod m, kde N = |U| je prvocislo. (4.7
Budeme hledat vhodnd k, m. Definujme miru perfektnosti

N-1
0= Y b en) (43)
k=1 z#yeS
aprok € {1.. N —1} polozme

bi(i) = [{x € S : hi(z) =i}

(4.9)
Jednak plati
N-1 m—1
d= <( > () — n) (4.10)
k=1 \ i=0
a také
d= Z {k : hi(x) = hi ()} prohozenim sum (4.11)
TH#YES
(4.12)
Co znamend hy(z) =

hi(y) pro z # y? Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

kx mod N = ky mod N (mod m)
k(x —y) mod N =0

(mod m)
k(z —y) mod N =rm

pro r € {—|N/m]..|N/m|} — {0},

tedy

m
a dosazenim do (4.10)), podle pfihradkového principu

i, 2n(n — 1)
dk : i))? —_— .
Z (0r(8)* < m+ —— (4.13)
i=0
Pro specidlni velikosti tabulky dostdvdme dosazenim do (4.13):
m—1
Prom=mn: 3k nalezitelné v ¢ase O(nN) : Z (br(i))? < 3n (4.14)
=0
Prom=14+n(n—-1): 3k nalezitelné v ¢ase O(nN) : hy, je perfektni (4.15)
Diikaz. Probirdme vSechny moznosti pro k, téch je O(N).
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[4.14) Pro dané k spocitame > (by(i))? v case O(n) = O(m).
@I5) So(br(i)? < n+ % < m+ 2. Kdyby hj; nebyla perfektni, pak 35 : bi(j) > 2 a
S(br(i))? > (n — 2)1%2 + 1- 22 = n + 2, spor. Pfi hledén{ k ovéiime perfektnost hy v ase O(n).
O

Nyn{ méme perfektni hasovaci funkei, kterd ale porusuje pozadavek (3).

4.3.2 Perfektni hasovaci funkce do tabulky velikosti 3n

Zkombinujeme oba vysledky z predchozi ¢asti.

Podle (4.14)) nalezneme k takové, ze > (bx(i))? < 3n.

Pro kazdé ¢ € {0 .. n — 1} vezmeme mnozinu kolidujicich prvka S; = {s € S : hi(s) = i}.
Oznacme n; = |5;].

Podle (4.15) pro kazdé i nalezneme k; takové, ze pro m; = 1 + n;(n; — 1) je hy, perfektn{ pro

S;.
Kazdou zahasovanou mnozinu S; ulozime ve vysledné tabulce od pozice d;:
i—1
di = (1+n;(n; —1)).
j=0

Koneéné definujme
g(x) =d; + hy,(z), kdei= hg(zx),

ktera je perfektni a velikost tabulky je

n—1 n—1 n—1
m=d, =Y (14+n;(n; =1) <Y nj=> (b(j)* <3n
7=0 j=0 J=0

Ovsem na zakddovani této funkce potirebujeme hodné paméti: nevadi ndam d;, ale k a kazdé k;
je velikosti O(N), tedy potfebujeme nlogy, N bitt, coz odporuje nasemu pozadavku (4). V dalsich
krocich budeme zmensovat ¢isla definujici hasovaci funkci.

Podobna funkce dana &islem velikosti O(N)

Zvolme prvocislo py takové, ze 1 + n(n — 1) < p; < 14 2n(n — 1). N&jaké takové musi existovat
(Bertranduv postuldt: ¥n > 13 provéislo p, ze n < p < 2n). Podle 3k : hi(x) = (kx mod
N) mod p; je perfektni na S.
Vytvoime
Sy ={hi(s):se€S}c{0..p —1}

a na Sp aplikujme predchozi sekci, kde N = p;.
Dostédvame hasovaci funkci gq, ktera

e je perfektni pro S
e je spocitatelnd v ¢ase O(1)
e hasuje do tabulky < 3n

e je urcena 1 ¢islem velikosti O(NV)
a O(n) &isly velikosti O(n?)

lepsi jména
proménnych!
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Podobn4 funkce dand é&islem velikosti O(n?log N)

Pro extrémni ptipady typu N = 210° jeste postup vylepsime, ¢imz zmensime velikost ¢isel kodujicich
perfektni hasovaci funkci na O(log N).

Lemma 4.3.1. Pro kaZdou mnozinu S C {0 .. N — 1} wvelikosti n existuje prvocislo p takové, Ze
fp(x) = x mod p je perfektni na S a p= O(n*log N).

Vyuzit{: pro S najdeme prvoéislo po velikosti O(n?log N) takové, ze f,, je perfektni na S.
Vytvoiime
So=A{fp,(s):s€StC{0..pp—1}

a na Sy aplikujme pfedchozi postup, kde N = py.
Tedy pro kazdou mnozinu S velikosti n existuje hasovaci funkce f, kterd

e je perfektni pro S

e je spocitatelnd v ¢ase O(1)

hasuje do tabulky < 3n

e je urcena 2 ¢isly velikosti O(n?log N)
a O(n) é&isly velikosti O(n?)

Lemma 4.3.2. Necht r je éislo a pi,...,p, jsou viechny jeho prvociselné délitele. Pak q =
O(logr/loglogr).

Diikaz.

q
= sz'
i=1
> q!
q
= exp(z In )
i=1

q
> exp(/ lnz dx)
1

(g)q kde exp(z) = e”

Y

Tedy skok

Inr
g<c

pro vhodnou konstantu c.
Inlnr

O

Diikaz lemmatu[4.3.1 Predpoklddejme S = {x1 < ... < x,}. HaSovaci funkce f;(x) = z modt je
perfektni pravé kdyz t je nesoudélné s ¢islem

D:H(xi—xj) <Nn2

1>7

Podle je mezi prvnimi (¢ln D/Inln D) + 1 prvoéisly alespon jedno, které nedéli D. Vime, ze

pr = O(kInk), tedy (cIn D/Inln D) + 1-nf prvoéislo ma velikost O(In D) = O(n?In N). O
nalezeni
prvocisla po

vyzaduje cas
O(n?log N).
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4.3.3 GPERF

Jind konstrukce perfektni hasovaci funkce je pouzita v programu gperf. Distribuovan pod GPL.
Jeho ndvrh je popsan v [3].



Kapitola 5
Trie

Trieﬂ je rovinna implementace slovniku.

Méme abecedu X velikosti k. Universum jsou vSechna slova nad ¥ délky prave | (nekone¢nou
mnozinu si nemuzeme dovolit a kratsi slova doplnime zprava mezerami). Chceme reprezentovat
mnozinu slov S C U.

5.1 Zakladni varianta

Definice 5.1.1. Trie nad X je kone¢ny strom, jehoz kazdy vnitin{ vrchol mé préavé k synu, které
jsou jednozna¢éné ohodnoceny prvky ¥. Kazdému vnitinimu vrcholu trie odpovida slovo nad X
délky nejvyse I: kofenu odpovidd prézdné slovo A; kdyz vrcholu v odpovidé slovo «, pak v[a], synu
v ohodnocenému pismenem a, odpovida slovo aa.

Definice 5.1.2. Rekneme, 7e trie nad ¥ reprezentuje mnozinu S, kdyz:

e Listum je pfifazena boolovskd funkce nalezeni Nal: Nal(¢) je true préavé kdyz slovo, které
odpovid4 listu ¢, je v S.

o (prefizovd podminka) Kdyz v je vnitini vrchol trie odpovidajici slovu «, pak existuje 8 € S
takové, ze a je prefix .

e Pro kazdé slovo o € S existuje v trie list odpovidajici a.

Poznamka 5.1.1. Na rozdil od bindrniho vyhleddvaciho stromu (viz kapitola sekce , zadny
vrchol ve stromé neobsahuje ulozeny kli¢, ktery reprezentuje. Namisto toho jeho pozice ve stromé
udava kli¢, ktery reprezentujeﬂ Pouze nékteré vrcholy ve stromé obsahuji data - napt. pro imple-
mentaci slovniku s hesly by data ulozend v listech obsahovala popis tohoho heslzﬂ

Poznamka 5.1.2. Proc jsou trie vyhodné ?

e Vyhleddvani klictu je rychlejsi nez v BVS. Vyhledén{ klice délky m vyzaduje pouze O(m)
¢asu. Pro BVS je to O(m?) v nejhorsim pifpadé, protoze se musi opakované porovnavat
pocatecni znaky hledaného slova. Dalsi vyhoda je pouziti indexace pomoci znaku v operaci
MEMBER.

IN4zev trie pochézi z anglického ”retrieval”, tedy vyzvednuti. Nizory na to, jak vyslovovat ”trie” se rizni. V
cestiné se zpravidla vyslovuje tak jak se piSe.

2Tato a nésledujici pozndamka jsou volné pievzaty z encyklopedie Wikipedia, heslo Trie.

3Napf. slovnik spisovatelil, kde listy ve trie by odpovidaly jméntim jednotlivych spisovateld a data ulozens v nich
by obsahovala seznam jejich dél.

40
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e Trie zabiraji méné mista. Protoze nejsou klice v trie ulozeny explicitné, pro ulozeni jednoho
klice je potieba pouze amortizovany konstantni prostor.

e Pomoci trie Ize jednoduse provadét operaci hledani nejdelsiho preﬁXLﬂ kde pottebujeme najit
kli¢, ktery ma nejdelsi shodny prefix s hledanym kh’éenﬂ Déle trie dovoluji asociovat jednu
hodnotu s mnozinou klict, které maji shodny prefixf]

5.1.1 Algoritmus MEMBER

viz algoritmus 5.1

Algoritmus 5.1 MEMBER pro zdkladni verzi trie
{vyhledéni . =z ... 2}
t := kofen
1:=1
while ¢ nenfi list do
t := t[x;] // sestup podle znaku x;
t:=1+1
end while
{test}
return Nal(t)

Na tomto algoritmu je zajimavé to, ze pouziva jednotlivé znaky hledaného slova = k indexaci
v jednotlivych vrcholech trie (viz fadek s komentdiem ve vypisu algoritmu[5.1]). To dovoluje najit
vrchol do kterého se md pii hleddni sestoupit v case O(1). Tedy slozitost operace MEMBER je
O(1), protoze musime projit nejvyse [ vrcholi nez dosdhneme listu (délka slov je nejvyse I).

5.1.2 Algoritmus INSERT

viz algoritmus [5.2

Algoritmus 5.2 INSERT pro zdkladni verzi trie
{vyhledej x pomoci operace MEMBER(x)}
if not Nal(t) then {trie nemusi byt tak hluboké, jak potFebujeme}
while ¢ <[ do
vrcholu ¢ pridej k listi ohodnocenych pismeny z X, jejich Nal := false
1:=14+1
end while
Nal(t) := true
end if

4anglicky ”longest-prefix matching”

5To se hod{ napiiklad pro implementace sitovych operaénich systémi, kde je potieba provadét tuto operaci pro
hledani v routovacich tabulkdch nebo tabulkich pro preklad adres. V piipadé smérovacich tabulek se posila paket
na dalsi "hop” podle cilové adresy. Routovaci tabulka obsahuje zdznamy, které udavaji adresu sité a adresu zafizeni,
na které posilat pakety pro tuto sit - tzv. "hop”. Tento "hop” se vybira tak, aby cflovd adresa paketu méla co mozna
nejdelsi shodny prefix s néjakou adresou sité v routovaci tabulce.

6T{m, ze ulozime data do vnitinich uzli trie.
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Pii operaci INSERT se sestupuje az na uroven délky slova, pricemz se pridavaji nové urovné v
pripadé Ze nejsou v trie pfitomnyﬂ

5.1.3 Algoritmus DELETE
viz algoritmus

Algoritmus 5.3 DELETE pro zakladni verzi trie

{vyhledej x pomoci operace MEMBER(x)}
if Nal(¢) then
Nal(t) := false
t :=otec ¢
{opravime prefixovou podminku}
while vsichni synové ¢ jsou listy s Nal = false do
zrus listy ¢
Nal(t) := false

t:=otect
end while
end if

Analogicky k operaci INSERT dochézi k ruseni hladin v rdmci jedné vétve v piipadé ze viechny
listy v hladiné maji hodnotu Nal = false.

Pouzili jsme obrat ¢ := otec t. To lze provést bud tak, Ze se vrchol kromé svych synt odkazuje
i na svého otce a spotiebuje tak pamét navic, nebo se cesta z kofene do aktuslniho vrcholu béhem
sestupu ve stromu pamatuje na zasobniku. Tento trik se pouzivé u vSech stromovych struktur.

5.1.4 Casova a pamétova slozitost

Jedna iterace cyklu zabere konstantni ¢as. Cas pro MEMBER je O(1), ¢as pro INSERT a DELETE
je O(lk). Pamétové slozitost trie v nejhorsim piipadé je pocet uloZenych slov nasobeny délkou cesty
a poctem synt, tedy O(|S|lk).

Poznamka 5.1.3. V piipadé, kdy S obsahuje (skoro) vSechna slova délky [, tak muze mit slozitost
jen O(]S)).

5.2 Komprimované trie

Méjme ¥ = {0,1,2}, I = 7. S = {0202011, 0202012, 0202021, 1212102, 1212111, 1212121, 1212122}
Nekomprimované trie pro tuto mnozinu je na obrazku Vidime, Ze pismena na druhé az péaté
pozici jsou vzdy stejna a predchozi algoritmy se jimi musi prokousat. Pfesnéji feceno, prohlizeni
vrcholu v, ktery ma jediného syna, ktery nenf list s hodnotou Nal = false, nepfinasi zadnou kladnou
informaci, protoze mnoziny prvku z S, které jsou reprezentovany vrcholy v podstromu otce v a v
podstromu vrcholu v jsou stejné. To vedlo k idei tyto vrcholy ze stromu vynechat a tim zmensit
(komprimovat) trie.

Ke kazdému vrcholu v pfiddme funkei uroven(v) vyjadiujici ¢islo irovné, ve které se v nachézi
v puvodnim trie. Ke kazdému listu v priddme funkei slovo(v) — slovo, které odpovida v.

7Celkem hezky si lze proces pFiddvani novych hladin v rdmci jedné vétve predstavit tak, ze v kazdé hlading, kterd
je nové pridand, ”vyroste smetdk” s k vrcholy.
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0202011 0202021 1212110 1212122
0202012 1212102 1212121

Obrézek 5.1: Nekomprimované trie. Cerné vyplnéné étverce znédzonuji listy, které odpoviadji
néjakému slovu z (reprezentované) mnoziny S. Tyto listy maji hodnotu funkce Nal true. Bile
vyplnéné ¢tverce zddnému slovu ze S neodpovidaji, maji tedy hodnotu Nal false.

Nyni mtuzeme vynechévat vrcholy podle nésledujiciho kritéria: je-li v vnitini vrchol a v§ichni
jeho synové kromé w jsou listy s Nal = false, pak v vynech a zafad w na jeho misto. Tento proces
opakujeme dokud trie obsahuje néjaky vnitini vrchol, jehoz vsichni synové s vyjimkou jednoho
jsou listy, pro néz Nal = false. Vsimnéte si, ze kazdy vnitini vrchol ma pravé k synu, které jsou v
jednoznaé¢né korespondenci s pismeny abecedy 3.

Piiklad 5.2.1. Nechf ¥ = {0,1,2}, [ = 3. S = {001,102, 010, 211, 212}.
Nekomprimovany trie pro mnozinu S a jeho komprimovans varianta je na obr.

Pozndmka 5.2.1. Komprimované trie je tvofeny mnozinou vrcholu, kde pro 8 je hladina(3) = | 3|
a otec 0 je nejvétsi vlastni prefix, ktery patii do trie + pridané listy. Listy jsou prvky z S + slova
Ba, kde B € trie a Ba neni prefixem zadného slova v S. Pro prvky z S je Nal = True, jinak false.
Plati prvek(y) = 7 pro kazdy list.

. . Ba list, je a-tym synem [
Rdyzfetrieaack— { 36 € S, 7ze fa je prefixem &

Potom a-ty syn 3 je nejkratsi prefix v mnoziné trie v S, ktery obsahuje Sa.

5.2.1 MEMBER
Viz algoritmus 5.4

5.2.2 INSERT
Viz algoritmus [5.5

Koubek
2002/2003
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21

210 211 212

000 001 002 010011 012 100 101 102 210 211 212

Obrazek 5.2: Komprimace trie. Sed4 ¢isla v zdvorce zna¢i hodnotu uroven()

Algoritmus 5.4 MEMBER pro komprimované trie

{vyhleddni x = 1 ...}

t := kofen

while ¢ nenfi list do
i := uroven(t) + 1
t:=tlx;] /) xi-ty list

end while

{test}

return Nal(t) A slovo(t) =

5.2.3 DELETE
Viz algoritmus 5.6

5.2.4 Casovi a pamétfova slozitost

Pamétov4 slozitost takto komprimovanych trie je O(nk), kde n je velikost reprezentované mnoziny.
(maximAlné n — 1 vnitinich vrcholil, kazdy s polem délky k). Casové slozitost operace MEMBER  je
v nejhorsim piipadé O(1), pro INSERT a DELETE je to O(l + k). (muZze byt nutné ptridat/odebrat
jeden vnitini vrchol).

V prumeérném piipadé (za predpokladu rovnomérného rozlozeni vstupnich dat) je to ocekdvand
hloubka trie. Tu ted’ spo¢itdme.

Necht

¢4 = P(trie mé hloubku alespon d)

Ocekavand hloubka trie reprezentujici n slov je

E, = Zd(Qd —qa+1) = ZQd
d=0

d=0

Kdyz funkce pref;_,, pfifazujici slovu « jeho prefix délky d — 1, je na mnoziné S prosta, pak trie
reprezentujici mnozinu S ma hloubku nejvyse d. Spocitdme pocet mnozin o velikosti n, na nichz
je funkce pref; ; prostd. Tyto mnoziny ziskdme tak, ze vybereme n prefixu délky d — 1 a kazdy
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Algoritmus 5.5 INSERT pro komprimované trie

{vyhledej x}
if Nal(t) A slovo(t) = = then
{Trie uz obsahuje z, nedélej nic.}
else
if slovo(t) = « then
{Trie obsahuje spravny list, pouze nastav piiznak. Napf. 70202010” }
Nal(t) := true
else
{Bude potfeba vlozit novy list.}
{Najdi, kam ho pfipojit.}
a := nejdelsi spoleény prefix slov z a slovo(t). Délku « ozna¢me |a|.
v := vrchol na cesté z kofene do ¢ takovy, ze uroven(v) je nejvétsi, kterd je < |«
if uroven(v) = |a| then
{v je otec nového listu}
else {uroven(v) < |a|}
{Bude potieba vytvorit otce nového listu}
a := uroven(v) + 1-nf pismeno «
u = v[a]
{Mezi v a u vytvof novy vnitini vrchol odpovidajici slovu a}
w := novy vrchol, uroven(w) := |«|
v[a] == w
¢ := |a| + 1-ni pismeno slovo(t)
wle] :==u
for allb € ¥,b# c do
z := novy vrchol, uroven(z) := |a| + 1, Nal(z) := false, slovo(z) := ab,
wlb] =z
end for
vi=w
end if
{Sprdvnému listu piitad =}
d := |a| 4+ 1-nf pismeno x
s :=v[d]
uroven(s) := [, Nal(s) := true, slovo(s) := z
end if
end if
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Algoritmus 5.6 DELETE pro komprimované trie

{vyhledej x}
if Nal(t) Aslovo(t) = = then
u := otec t
i := uroven(u)
Nal(t) := false
uroven(t) := i + 1, slovo(t) := prefix slova x délky i + 1
{vrchol u m4 alespon jednoho syna, ktery neni list s Nal = false}
if vsichni synové u kromé syna w jsou listy s Nal = false then
v = otec u
smaz u a vSechny syny u kromé w
j :=uroven(v) + 1
v[zj] =w // z;-ty syn v je w
end if
end if

doplnime vsemi sufixy délky [ — d + 1. Proto téchto mnozin je

k! pri—d+1)
n

l
Protoze vsech podmnozin velikosti n je (’;) dostavame, ze

(kd 1>kn(l d+1)
qgq <1-— T pravdépodobnost

o1 kd_1<k‘d_1 _ 1) o (kd—l _ (n _ 1))kn(l—d+1)
— kln

n—1 i

—n?
S 1-— exp <kd_1)
TL2

§ W7

ponévadz

I <1—w’9>=exp(f;§m 7))
>ew ([ (1-55))
_exp(k;l)

(uzijte integralni kriterium a substituci z = k9~ 1(1 —t)) a e — 1 > x (odtud 1 — e* < —z). Tedy

pro ¢ = 2[log;, n] dostdvame
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Tedy ocekdvany ¢as operace MEMBER je O(log,(n)) (O(}ggf)) a O(logy(n) + k) pro INSERT

a DELETE pro komprimované trie (za predpokladi rovnomérného rozlozen{ vstupnich dat) Zde L.Prosek:
parametr k vyjadiuje vztah mezi prostorovymi a ¢asovymi naroky. gﬁ:iﬁigse

slozitosti by §lo
+k zanedbat,
ale ne na
zakladé toho

Algoritmus 5.7 INSERT pro komprimované trie, analogie (verze Koubek 2002)

INSERT(x = 21, ..., 27)
t < kofen
while ¢ neni list do
i « hladina(t), t < (a;41)-ni syn ¢
end while
if prvek(t) neni prefix « then
8 = nejveétsi spoleény prefix z a prvek(t)
Pa = prefix «
Bb = prefix prvek(t)
while hladina(t) > |beta| do t «— otec(t) done
if hladina(t) < |G| then
vytvorime novy vrchol w, jehoz synové, kromé b-tého syna budou listy s
funkcemi Nal = false
prvek(t) = § + oznaceni syna
hladina(w) = |6, 8 = (a1, ..., a;)
necht v = apjadina(t)+1 - ty syn t, b-ty syn w je v
W = Apladina(t)+1-tY Syn t

end if

z «— a-ty syn t, Nal(z) = true, prvek(z) = x
else

Nal(t) = true, prvek(t) = =
end if

5.3 Jesté komprimovanéjsi trie

Piiklad 5.3.1. Méjme komprimovany trie z obr. a jeho matici:

tvrzeni, které
dokazuje jen
ocekdvanou
hloubku

XXX dalsi
neznamy
algoritmus z
prednasky 2002
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Algoritmus 5.8 DELETE pro komprimované trie (?)
DELETE(z = 21, ..., 2;)
t « kofen
while t neni list do
i < hladina(t), t « (a;4+1-ni syn t
end while
if Nal(t) = true a prvek(t) = j then
Nal(t) = false
v «— otec(t)
prvek(t) « prefix prvek(t) o délce hladina v+1
if vsichni synove vrchovlu v az na jednoho jsou listy s Nal = false then
w « syn(v), ktery je bud list s Nal(w) = true nebo neni list
necht v je a-ty (a;-ty 777) syn svého otce, v smazeme a smazeme
vSechny syny v # w
w — a-ty (a;-ty 777) syn otce v
end if
end if

NIL

210 211 212

120 121 122

Obrézek 5.3: Nekomprimovany trie pro ptiklad

0 1 2
root | NIL | a b
¢
2

a 102 | NIL
b 210 | 211 12
c 120 | 121 | NIL

Chceme se zbavit polozek NIL v matici reprezentujici trie. Dalsi komprese dosdhneme pomoci
vektoru hod (vektor hodnot) a rd. Tyto vektory budou reprezentovat puvodni matici.

5.3.1 Popis A ard
Zpét k nasemu pitkladu:

1.[hod [ 210 211 212 120 121 NIL |

co znamena rd
?
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root a b
0

c
rd 3

2. hod [210 211 212 120 121 a b 102 NIL ¢

a
rd | 4 7

Rédek i zac¢ina na misté rd(i) a musi byt splnéna podminka:
Kdyz M; j # NIL # M, ;, pak rd(i) + j # rd(i') + 5’
KdyZz na misté hod chceme zapsat prvek # NIL a NIL, pak zapiSeme prvek # NIL.

5.3.2 Algoritmus pro hledani rd a hod
Necht M je matice typu rxs, ma m vyznamnych mist # NIL.

e pro kazdy radek nalezneme pocet mist # NIL

o setiidime fadky Bucketsortem, tak ze radky s vétsim poc¢tem mist # NIL predchazeji radky
s mensim poc¢tem mist # NIL

e prochdzime fddky v daném setiidéni a pro kazdy fddek 7 nalezneme nejmensi ¢islo rd(i),
ze nedochézi ke kolizi s predchozimi fadky (tj. kdyz M ;» # NIL # M, ;) a fadek ' byl
zafazen, pak rd(i) + j # rd(i') + j'. Pak M, ; # NIL je ulozeno ve vektoru hod na misté
rd(i) + j.

m(l) - pocet mist # NIL v fddcich s po¢tem mist > 1+ 1 # NIL.

Véta 5.3.1. Kdyz m(l)(I +1) < m pro kaZdé 1, pak rd(i) < m pro kaZdy tddek i a algoritmus
vyZaduge ¢as O(rsm).

Dukaz. Predpoklddejme, ze hledame rd pro tadek i, ktery ma 1 mist £ NIL.

ve vektoru hod je obsazeno méné nez m(l — 1) mist.

zkousime rd(i) = 1,2, ...

rd(i) = 1,2, ... je zakdzané, kdyz vznikne kolize.

tj. I tddek ¢’ predchézejici a 37, j’ takové, ze My j» # NIL # M, ; a platilo by rd(i')+5" = rd(i)+].
— téchto moznosti je < Im(l —1) < m.

O(rs) - zjistime pro kazdy rddek pocet mist # NIL.

O(m +r) - t¥idéni Bucketsortem

O(mrs) - krok 2 O

Piiklad 5.3.2. XXX nejaky komentar

M 0 1 2
root | NIL a b

a 102 NIL ¢

b 210 211 212
C 120 121 NIL

a
rd | 4 7
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[hod [ 210 211 212
M [0 1 2
b 210 211 212
c 120 121 NIL
root | NIL a b
a 102 NIL ¢

(prehodili jsme pouze Fddky)
sl - vektor posunutych sloupcu

e sl(0)=0

e sl(l)=1
M |0 1 2
1 210 NIL NIL
2 120 211 212
3 NIL 121 NIL
4 102 a b
5 NIL NIL ¢

zac = (6,0,6,3,6)
hod = (120,211,212, 102, a, b, 210, 121, )

Kdyz M(i,j) je vyznamné misto, pak M (i, ) = hod(zac(i + sl(j)) + 7).

5.3.3 Vertikalni posun sloupct

cd - vektor sloupcového posunuti, slouzi k zdpisu transformace

0 1 2
cd| 0 1 2
01 2 3 4
rd|6 0 6 3 6

[hod [120 211 212 102 a b 210 121 c|

Jak najdeme nazpdtek mista ? Plati, kdyz M, ; # NIL, pak hod(rd(i + cd(j) + j)) = M, ;

znacent:
e f(-,-) je fce dvou proménnych
e Bj; matice posunutych prvnich sloupct

e m; pocet mist # NIL v B,

e m;(l) potet mist # NIL v fadcich matice B;, které maji aspon 1+1 mist # NIL

Budeme chtit, aby V;VI platilo m;(l) <
Okrajové podminky na f: f musi spliovat:

m
fmy):

50

je ten vzorec
spravneé ?
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—_

o V1plati f(I,m)>1+
o Vj plati f(0,m;) < 7

Algoritmus na posunuti sloupcu

1. Pro kazdy sloupec v pofadi 0, 1, ... nalezneme nejmensi cd(j) takové, aby matice B; spliiovala
VI m;(l) < % (kazdy sloupec posunujeme dokud nespliiuje podminku)
ST

2. Na ziskanou matici B = B, pak pouzijeme predchozi algoritmus.

Plati m(l) = ms(l) < m

lm) = J¥1°
Hleddme hodnotu ed(j) a piedpokldddme, ze pro néjakou hodnotu ed(j) nenf splnéna podminka
pro I, tj. plati m;(l) > f( ) .. platila pro Bj_q1,tjmj_1(l) < m
Z toho plyne m;(l) — ( ) > i m]) f(lﬂjil.

Jak roste ¢&islo m; (1) ?

1. v matici Bj_; existuje fadek s aspoii [ + 1 misty # NIL a s timto fadkem se stietne misto
# NIL (v j-tém sloupci «— m;_1(I) vzroste o 1)

2. v matici B;_; existuje fadek s [ misty # NIL a s timto fadkem se stfetne misto # NIL v
J-tém sloupci. Pak m;_,(l) vzroste o [ + 1.

stiet - fadek v B;_1 s asponi | misty # NIL a misto # NIL v j-tém sloupci. Aby nebyla
splnéna podminka pro 1, mus{ byt pocet stietii pro danou hodnotu cd(j) byt aspon

m m
F(lmy) Flym;—1)

[+1
V matici B;_1 je nejvyse "= 1(l ) < 7= T - radku s aspon | misty # NIL, v j-tém sloupci
my_
je mj —mj_q mist # NIL.
Podminka pro | muze zakazat nejvyse
m(m;—mj_1) l+1(( ) (l )
M hodnot cd = mj — mjz) Jbmy, (5.1)
g~ T U fUmim) oy f(Imyo)
e fFmy)
Staci nam sc¢itat pfes hodnoty [ takové, Ze
mm;_1(l) < l—|— 1 tj. pres I < Iy = min{l; o < 1},

mjfl(l) f(l my_1) = <l + 1.
Celkovy pocet zakazanych hodnot cd je mensi nez

o I+1(mj—mj_1) f(l,m;_y

lm 1 _ .

(5.2)

Zvolime f(l,m;) = 9U2=0).
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Poznamka 5.3.1. Jelikoz se f vyskytuje v sumé jen v podilech, vyraz se zjednodussi, zvolime-li
f,m;) = 29(Lbm;) kde g je néjaka vhodnd funkce. Dosadime-li, muzeme si viimnout, ze dostaneme
v exponentech rozdily g(I,m;_1) — g(l,m;)ag(l,m;—1) — g(l —1,m;_1), které vznikly vhodnou
predchozi ipravou vyrazu.

(... suma z Mehlhorna na strané 10, tfeti suma od spoda ...)

Ted se lze zbavit —1 ve jmenovateli pouzitim nerovnosti 2% — 1 = e*2 — 1 > z1n2.

(... suma z Mehlhorna na strané 10, druhd suma od spoda ...)

Dalsim pozorovanim zjistime, ze v takto ziskanych rozdilech se méni jenom jedna proménna.
Vyraz se déle zjednodussi, bude-li g(I,m;) = h(l)k(m;), kdeh(l), k(m;) budou vhodné linedrni
funkce.

U funkcee k linearitou vyuzijeme rozdilu m;_; — m; v Citateli, ktery ted muzeme zkratit.

(... suma z Mehlhorna na strané 10, prvni suma od spoda ...)

Dalsimi heuristikami a s vyuzitim okrajovych podminek pro f nakonec zjistime, Zze dobrou
volbou jsou funkce h(l) =1, k(m;) =2 — =L,

Takto definovand f spliiuje okrajové podminky:
f(l,m) =2 >l+1Vlf0,1,...
f(0O,m;) =1< 2 V5 =0,1,.

dosadime do odhadu a dostaneme

lo
Z [+1(m; —m; 11)2(277"‘1;1) <
Pt Ql(Gh— =t

vyuzijeme, ze 2% — 1 > xln(2)
41 (my —my )
Z m; 1 4=
(2 — =ty

=1 m

4dm I+ 1
ln(2) Z Z Z 12

=1

m

integralni krlterlum

4m 72
I )(1 +In(lp)) + 3 < 4mlog,(lp) + 15.3m

odhadneme ly: Iy = min{l; <1} =l < log(m)

_m
f(lamjfl
pak < 4mloglogm)+ 15.3m (5.3)

Cely algoritmus spocitd ulozeni matice M typu r X s do vektoru
cd - dimenze s,
rd - dimenze 4mloglogm) + 15.3m + r,
hod dimenze m + s,
pritom hodnoty cd(j) < 4mloglogm) + 15.3m a rd(i) < m.
Cas potfebny k vypoctu je O(sr(mloglog(m))?), kde m je pocet mist # NIL v matici M.

5.3.4 Ijsporné ulozeni ridkého vektoru

Méme vektor v dimenze n - d (rozdéleny na n bloku velikosti d) a ip < i1 < ... < iz—1 jsou vSechny
indexy 7 takové, ze v(i) # 0.
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Vytvoiime vektor cv dimenze t, cv(j) = v(i;).
Na&s 1kol - pro dané 1 zjistit, zda [ = i; a pfipadné nalézt toto j.
Sestavime vektor base dimenze n:
N i divd#j,Vk=0,1,....t— 1
base(j) = { min{lyidivd = j} 3, ze i) div d = j
a matici of fset typu n x d

-1 i #jd+k VI=0,1,..t—1

offset(j, k) = { I —base(j) i, =jd+k

Nyni ulozime matici of fset do vektoru of f dimenze n tak, ze z kazdého Ffaddku vytvoiime ¢éislo
v soustavé o zakladu d + 1:

off(j) = Y3 g (of Fset(j, k) + 1)(d + 1)*
potiebujeme base(dimn), of f(dimn)
smysluplné kdyz d < n a t < n (napf. d = loglogn))
Plati nasledujici vztahy:

1. v(h) =0 < of fset(hdivd, h mod d) = —1
2. v(h) =1 — h = base(hdivd) + of fset(hdivd, h mod d)
3. of fset(i,j) = of f(i)div(d + 1)’ mod (d + 1) — 1

pro dané i - nalezeni hodnoty v(i) kdyz base(idivd) = —1, pak v(i) =0
base(idivd) # —1, pak k =i mod d
j =1idivd
l=off(j)div(d + 1)*
I=1mod (d+1)
I=10—1+base(j)
v(1) = cv(l)

Lze pouzit pro malé t a (d 4+ 1)¢ v rozsahu velikosti registru - vhodné napf. pro d = loglogn).

Piiklad 5.3.3. XXX uvod k prikladu
010{101]000|001
0 1 -1 3

v =

io=1,i1=3,ip="5,i3=11,d=3

c=[v(D) [ vB) [ v() [ vl |

base = [0 [T 13

offset |0 1 2 3
0 -1 0 -1 -1
1 o -1 -1 -1
2 -11 -1 0

3. sloupec tabulky offset repr. nuly
off =[4]33]0] 16
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Potom of f(7) = (of fset(1,0) + 1)4° + (of fset(1,1) + 1)4! + (of fset(1,2) +1)42 of f(1) =
1+0+2-4>=33



Kapitola 6

Usporadana pole

6.1 Unarni, binarni a interpolac¢ni vyhledavani

Usporadané pole je datova struktura, kterd vznikne z pole jeho setifidénim. Jedind operace, ktera
se na n{ dé (rozumné rychle) provadét, je MEMBER.
Méjme slovnik S ulozeny jako pole prvku tak, ze s[i] < s[i + 1].

Algoritmus 6.1 MEMBER pro uspotradané pole

{vyhledédni hodnoty x mezi s[i]...s[j]}
{odpovéd ANO, kdyz 3h:i < h < jAs[h] =z}
d =i {aktudlni dolnf a horni odhad}

h:=j

next := f(d,h) { Predpokldddme, ze d < f(d,h) < h }

while s[next] # x Ad < h do
if s[nexf] < z then

d:=nert+1
else
h:=next—1
end if
next := f(d, h)
end while

{fekni ANO pokud s[nezi] = z, jinak fekni ne}

Tento algoritmus muze provadét undrni, binarni, nebo interpola¢ni vyhledavani; staci jen dosa-
dit spravnou funkci f; zobecnéné kvadratické vyhledavani bude definovano déle.

metoda odpovidajici funkce nejhorsi pi. | prumérny piripad

undrni vyhleddvani f(d,h)=4d O(n) O(n)

bindrni vyhleddvéni f(d, h) = [%£1] O(log(n)) O(log(n)) o

interpola¢ni vyhleddvani | f(d,h) =d+ fsﬁl]_f[sd[]d} * (h—d+1)] | O(n) O(log(log(n))) Czotfrf;fi)fku’
zobecnéné kvadratické v. | f(d, h) = fkvadrat O(log(n)) O(log(log(n))) 35;‘:;2%&1{0 so
kvadratické vyhledavani O(log(n)) O(log(log(n))) zobecnens

55

kvadratické a
kvadratické jsou
2 ruzné véci
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6.2 Zobecnéné kvadratické vyhledavani

Na interpola¢nim vyhleddvani se ndm 1{bi jeho ¢as O(loglog |S|) v prumérném piipadé (pfi rovnomérném
rozdéleni dat). Avsak jeho ¢as v nejhorsim piipadé je az O(|S]). Zato bindrni vyhleddvani m4 cas
nejvyse O(log|S|). Zobecnéné kvadratické vyhleddvéni je tak trochu kombinace piedchozich dvou
vyhledavani.

Jak zobecnéné kvadratické vyhleddvani funguje? Vyuziva funkci MEMBER s funkei fkvadrat
tak, jak byla popsdna v predchozim odstavci. Tomu, Ze se zvoli hodnota next a podle ni se opravi
hodnota d nebo h, budeme tikat, ze se polozi dotaz. Celé vyhleddvani funguje tak, ze se nejprve
polozi interpolaéni dotaz. To je vzdy, kdyz je nastav true. Polozeni dalsich dotazu si muzeme
predstavovat jako skoky z mista posledniho dotazu ve sméru, kde lezi x. (Sko¢ime na novy index v
poli). |'| Po interpolaénim dotazu se neustéle stiidaji skoky o vdelka s bindrnimi dotazy, az dokud
nepieskocime x. (Toto stiidani zajistuje proménnd parita). Pak se znova polozi interpola¢ni dotaz
a vSe se opakuje.

Algoritmus 6.2 Krok zobecnéného kvadratického vyhleddvan{ — fkvadrat(d, h)

{Proménné nastav, parita a nahoru jsou statické, tj. jejich hodnoty se mezi voldnimi tohoto
algoritmu zachovévaji.}
{Necht nastav je na zacatku true.}
{Dokud je nastav false (pracuje se v rdmci bloku), je parita stiidavé true (skok o v/ delka) a false
(bindrni vyhledédni)}
if nastav then

parita := true

delka :=h —d+1

next ;= d + L[’*';L]fj[:?d] . delka—‘ {= finterp(d, h)}

nahoru := s[next] < x
nastav := false
return next
end if
if not parita then
next = [(d+ h)/2] {= fbin(d, h)}
parita := true
return next
end if
next := nahoru 7 d+ v delka : h — /delka
if s[next] < z xor nahoru then
nastav := true
else
parita ;= false
end if

return next

Jaky ¢as ma vyhledavani v nejhorsim piipadé? Rozdil mezi d a h se béhem nejvyse 3 dotazu
zmens{ na polovinu. Proto je nejhors{ ¢as O(logn).

Jaky ¢as ma vyhleddavani v prumérném piipadé? Tim myslime pii rovnomérném rozlozeni dat.
To uz je malinko slozitéjsi otdzka. Vyhledavani si rozdélime do nékolika fazi. Féze zac¢inad inter-
polaénim dotazem a pokracuje az do dalsiho interpola¢niho dotazu. Ukézeme, ze v jedné fazi se

I zde by byl vhodny obrazek - usecka, kterd m4 na krajich d a h a je na ni videt prvni interpola¢ni dotaz a skoky
po sqrt(n) a bin. a sqrt(n) ...
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polozi v priméru jen konstantné dotazii. Pojdme tedy zanalyzovat jednu fazi. Souvisly tsek pole
mezi pozicemi d a h na zacatku faze oznacme jako blok. Proménna delka udava délku bloku a ma
hodnotu h—d+1. Oznaé¢me X ndhodnou proménnou, X = pocet ¢ na zacatku bloku takovych, ze i >
d a s[i] < x. Jinak fe¢eno X udavé vzdalenost = od zac¢dtku bloku.

Polozme p = P(ndhodné zvoleny prvek mezi s[d] a s[h] je mensi nez x) = (z — s[d])/(s[h] — s[d])

<h - d + 1)pj(1 _ p)hdtii

J

X mé tedy binomické rozdéleni a tudiz je jeho otekdvand hodnota p(h — d + 1) a jeho rozptyl
je p(1 —p)(h —d+1). Oznaéme prv pozici v vrdcenou prvnim (interpola¢nim) dotazem v této fazi
vzhledem k pocatku bloku. Srovnej prv s o¢ekdvanou hodnotou X.

oc¢et dotazu v ramci bloku — 2
| X —pro| > P 7 V2r met 1 Vdelka
protoze kdyz vynechame prvni dva dotazy, tak se dale st¥ida binarni dotaz se skokem o vdelka.
Vynechame-li i bindrni dotazy—vezmu kazdy druhy—zustanou jen skoky o vdelka a ty dohromady
naskacou méné nez je vzdalenost x od prvniho dotazu.

Ozna¢me p; = P(v rdmci bloku bylo polozeno alespon i dotazi). Pak jisté plati

1—2
P(|X — pro| > T\/delkza) > pi
Nyni pouzijeme Cebysevovu nerovnost, ktera ¥iks, ze

rozptyl X
P X —-EX|>t) < — 0

p(1 — p) delka < 1

(52)2 delka ~ (i —2)?

protoze prv je otekdvand hodnota X a p(1 —p) < 1/4 pro 0 < p < 1. Celkem jsme dostali
pi <1/(i—2)

Ocekdvany cas pro praci v jednom bloku (pro jednu f4zi) je O(o¢ekdvany pocet dotazu v bloku) =
O Zopi) =0(3+>2,1/(i — 2)?) = O(3+ 72 /6) = O(4.6). To jsme pouze odhadli prvni tii
¢leny jednickou a secetli fadu, kterou asi znate z analyzy.

Ted uz snadno dopoéitdme oéekdvany ¢as zobecnéného kvadratického vyhledavéni. Ten je
O( (pocet bloki) (o¢ekavany cas pro 1 blok)) = O(loglog(]S|) O(1)) = O(loglog(]S])). Kde jsme
vzali pocet bloku? Ten je urcité mensi nez pocet dotazui v interpolacnim vyhleddvani{ (jen inter-
pola¢ni dotazy).

,— 2
pi <P(|X —prv| > ZTvdelka) <



Kapitola 7

Binarni vyhledavaci stromy

7.1 Obecné

Definice 7.1.1. Bindrni vyhleddvaci strom reprezentujici mnozinu S je takovy bindrni strom, ze
1. kazdy vnitini vrchol méa dva syny, levého a pravého
2. existuje jednoznacna korespondence mezi vrcholy S a vnitinimi vrcholy stromu

3. pro kazdy vnitini vrchol v plati, ze vnitini vrcholy v podstromu jeho levého syna reprezentuji
prvky mensi nez reprezentuje v a vnitini vrcholy v podstromu jeho pravého syna reprezentuji
prvky vétsi nez reprezentuje vrchol v.

Poznamka 7.1.1. Necht

S={s1<82<...<8,}
S0 = —00,Sp41 = X
Pak i-ty list (ve smyslu zleva doprava) reprezentuje interval < s;_1,s; >.

Piiklad 7.1.1. Necht S = {1,7,12,15,24,81}. Bindrni vyhleddvac{ strom reprezentujici mnozinu

S je na obr. Strom na

obr. [[1] neni
mozné nejlepsi
piiklad, protoze
BVS mohou
vypadat vice
nepravidelné -
na rozdil od
haldy nemus?
mit vSechny

uzly umistény
af el n’ b h S
nejvice ”vlevo”.
(-c0,1) (7,12) (12,15) (15,24)

(24,81)

Obrazek 7.1: Piiklad bindrniho vyhledavaciho stromu

Pozndmka 7.1.2. V listech mdme jen intervaly, kazdy vrchol implicitné uréuje tyto intervaly. (viz
obr. [7.1)) Tato vazba je jednotlivymi operacemi udrzovéna.

58
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7.1.1 Algoritmus MEMBER

Algoritmus 7.1 MEMBER pro binarni vyhledavaci stromy

t < kofen
while ¢ neni list a zdroven ¢ nereprezentuje x do
if x > prvek reprezentovany ¢ then
t «— pravy syn
else
t«— levy syn t
end if
end while

7.1.2 Algoritmus INSERT

tohle je pouze

1. najdi list kam patif = (-1 < z < x;) pokus o alg.
XXX dopsat
1. . civ s odle né&jakého
2. udélej z ngj vnitin{ vrchol s hodnotou z diveryhodného
zdroje !

3. pfidej mu dva syny s intervaly < x;_1,2 >, < x,x; >

4. uprav strukturdlni podminku na strom

7.1.3 Algoritmus DELETE
DELETE(x) provedeme nasledovné:

1. nalezneme z (vrchol reprezentujici )

2. pokud jeden jeho syn je list, pak odstranime vrchol + syna, ktery je list, druhy syn nahradi

odstranény vrchol co kdy# oba

synové jsou

3. pokud zadny jeho syn neni list, pak: nalezneme vrchol u, reprezentujici nejmensi prvek v .S listy 7
vétsi nez x. levy syn tohoto vrcholu je list. premistime prvek reprezentovany timto vrcholem do

vrcholu reprezentujiciho = odstranime w a jeho levého syna, pravého syna u dame na misto u.

Jak nalezneme vrchol reprezentujici nejmensi prvek v S vétsi nez x 7 Jsme ve vrcholu ¢ reprezen-
tujicim z a hledame vrchol wu:
U «— pravy syn t
while levy syn u # list do
u < levy syn u
end while
Cas pro operace MEMBER, INSERT a DELETE v bindrnim vyhleddvacim stromé je
O(délka stromu) = O(vyska stromu).

7.2 Optimalni binarni vyhledavaci stromy

Budeme chtit reprezentaci binarniho vyhledavaciho stromu takovou, ze bude optimalizovana vzh-
ledem k operaci MEMBER za pfedpokladu, ze zname pravdépodobnost provedeni této operace na
jednotlivé vrcholy stromu.
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7.2.1 Co je to optimalni binarni vyhledavaci strom

Prvky jsou ulozZeny ve vnitinich vrcholech stromu. Listy jsou intervaly (—oo,z1), (z1,22), .-,

(2, 00). Listy nemusime implicitné ve stromeé zaznamenavat. U optimdlnich stromu déle predpokladdme,

ze zname pravdépodobnosti operaci Access(x).

7.2.2 Algoritmus konstrukce

Déna mnozina S = {z1 < z2 < ... < z,}, provadi se pouze operace MEMBER(x) a jsou ddny
pravdépodobnosti aq, ..., ay, Bo, .-+, Bn, kde

e a; = P(provadéla se operace M EM BER(x;))
e 5, = P(provadéla se operace MEMBER(x) pro x €< x;, Tiy1 >)

kde zp = —00, Ty 41 = 00.

Tedy jsou dany pravdépodobnosti pfistupu k vnitinim vrcholim a k listum.

Chceme nalézt binarni vyhledavaci strom reprezentujici S takovy, Ze operace MEMBER ma
nejmensi ocekdvany cas.

Ocekévany ¢as operace MEMBER je >0 | ai(a; + 1) + Y1 Bibs, kde a; je hloubka prvku
reprezentujiciho prvek xz;, b; je hloubka listu reprezentujiciho interval < x;, x;41 >.

Zobecnime ulohu:

Déna mnozina S = {z1 < 9 < ... < x,, } a ohodnoceni «; prvku z; a §; intervalu (z;, z;41). Chceme
zkonstruovat bindrn{ vyhleddvact strom T reprezentujici S takovy, ze hod(T) = > a;(a; +1) +
Yo Bibi je minimélni.

T je pak optimélni binadrni vyhleddvaci strom. Pro 1 < ¢ < j < n, U;; je uloha nalézt optimdln{
bindrn{ vyhleddvaci strom pro S; ; = ; < ;41 < ... < x; a hodnoty oy, ait1, ..., o5, Bi—1, Bi, ..., B;.

Pozorovani 7.2.1. Necht T je strom reprezentujicf mnozinu S; ; a kofen T hodnot{ prvek zj, pro
i < k < j. Necht T} je podstrom levého syna kofene, T}, je podstrom pravého syna kofene. Pak:

hod(T) = hot(Ty) + hod(T,) + Y0, cu + S_. | b
T; reprezentuje mnozinu S; x—1 a T}, reprezentuje mnozinu Sp41 ;.

Pozorovani 7.2.2. Necht plati predpoklady pozorovani a necht T je optimalni bindrni
vyhledévaci strom pro S; ;. Pak 1; je optimalni bindrni vyhleddvaci strom pro S;,—1 a 1), je
optimalni bindrni vyhleddvaci strom pro Sii1 ;.

Pozorovani 7.2.3. Kdyz zndme hod(Ty x) pro opt. bin. vyhl. strom reprezentujici mnozinu Sy, s
kde i <k <k' <jak'—k<j—i, pak hod(T; ;) pro opt. bin. vyhl. strom je

J J
S ar+ Y Bt min{hod(Ti k1) + hod(Tii1;),i < k < j}
=i l=i—1
Kdyz
hod(T; x—1) + hod(Ty+1 ;) < min{hod(T; jr—1) + hod(Ty11,),i < k' < j}

pak 3 opt. bin. vyhl. strom pro .S; ;, jehoz kofen reprezentuje .
Systematicky spocitame w; ; = Z{:l o + Z{:Fl B pro vSechny 1 < ¢ < j < n. Inicializujeme
matice H,K typu nan, H = K = 0.
for i=1,2,....n do

P znaci
pravdépodobnost

ocekdvand
hodnota =
stfedni hodnota
nahodné
veli¢iny; n.v. s
diskrétnim
rozdélenim ma
stf. hodnotu
Z TiPi

XXX sjednotit
indexy a
zévorky - bud
c(t,j) nebo ¢;;

XXX typu n
krat n
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H;;=w;; K;;=1
end for
H; ; pro i < j bude H;; = hod(T; ;) pro opt. bin. vyhl. strom reprezentujici S; ; a K; ; bude
index prvku reprezentovaného v kofeni 7; ;.

Algoritmus 7.2 Vypocet matic H, K
for every i =1,2,..,n do
H;;=w;; Ki;=1
end for
ji=1
while j < n do
1=1
while i + 5 < n do
m = i, hod = Hi+1,j (1)
k=i+1(2)
while k£ <i+j (3) do
if hod > H; 1 + Hpy1,44; then
hod = H; 1 + Hyy1,i4j
m==k
end if
k=k+1
end while
Hi,i+j = hod + Wi 45, Ki,iJrj =m,i=1+1
end while
j=j+1
end while

Véta 7.2.1. Uvedeny algoritmus spocitd korektné matice H a K v éase O(n®) a vyZaduje
O(n?) paméti.

Kij < Kijy1 < Kigaj4+1

Konstrukce opt. bin. vyhl, stromu ze znalosti matice K

e kotfen stromu bude g (1 y)-
e podstrom levého syna bude optim. strom pro Sy x(1,n)-1
e podstrom pravého syna bude optim. strom pro Sk (1 n)+1,n

To ndm déava rekurzivni algoritmus pro vystavbu opt. bin. vyhl. stromu z matice K, strom
takto zkonstruujeme v ¢ase O(n).

7.2.3 SniZeni slozitosti z kubické na kvadratickou

XXX sloucit s ¢asti predch subsekce

Chceme snizit ryhchlost konstrukce opt. bin. vyhl. stromu z kubické na kvadratickou. Pro tento
ukol pouzijeme kvadratické programovdni. Pomoci této techniky lze modifikovat algoritmus pro
konstrukci optimélni BVS tak, ze bude mit misto sloZitosti O(n?) slozitost O(n?).

XXX obr.
matice
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Algoritmus 7.3 Modifikovany algoritmus pro vypocet matic H, K

for every i = 1,2,..,n do
H;;=w;; Ki;=1
end for
ji=1
while j < n do
1=1
while i + 5 < n do
m = K;; +j,hod = Hi 1+ Hpyiigy (17)
k=K;it;+1 (2)
while k S Ki+1,j+1 (3’) do
if hod > H; 1 + Hpy1,i4+5 then
hod = Hi 1 + Hyy1,i4j
m==k
end if
k=k+1
end while
Hi,i+j = hod + Wi i435 Ki’iJrj = m,i =i+1
end while
j=7+1
end while

Algoritmus pro vypocet H a K jsme modifikovali tak, ze fadky (1),(2),(3) jsme nahradili
fadky (1°),(2’),(3). Tim vznikl algoritmus

Modifikovany algoritmus: Tteti vnoreny cyklus vyzaduje ¢as O(Kit1,j4+1 — K; ;). Tedy druhy
vnofeny cyklus vyzaduje ¢as O(Ka 24— K114+ K331 —Kooqj+ Kaayj—Ksgyj+... +Kpojp—
Kn—j—l,n—l) = O(Kn—j,n) = O(TL)

Véta 7.2.2. Za predpokladu K; ; < K; j11 < Kit1 41 pro kazdé 1 < i < j < n — 1 modifikovany
algoritmus korektné spocitd matice H a K v éase O(n?) a vyzaduje pamét O(n?).

Vstup: déna ¢isla w(i, j),1<i<j<n
0 proi=j,kdet=1,2,...,n
w(i, j) + min{c(i,k — 1) + c(k,j),i <k <j} proi#j

Ukolem je tedy nalézt ¢isla c(i, ). Cisla c(i, j) budou tvofit vystup algoritmu. Kdyz pouzijeme
modifikaci algoritmu pro hledan{ opt. bin. vyhl. stromu, pak spoé¢itame c(i,j) v ¢ase O(n?).

Vystup: definujeme c(i, j) =

Definice 7.2.1. K(i,j) = min{l,l =i+1,...,j a plati c¢(i,I—1)+c(l,5) < c(i,k—1)+c(k,j)Vk =
it+1,..,5)

Kdyz K(i,j) < K(i,7+1) < K(i+ 1,54+ 1) pro i < j, pak lze pouzit algoritmus vyzadujici
¢as O(n?). (tj. mizeme pouzit rychlejsi modifikaci algoritmu pro hledanf opt. bin. vyhl. stromu a
spocitdme c(i, j) v ¢ase O(n?))

Poznamka 7.2.1. Vztah kvadratického programovéni a hleddni opt. bin. vyhl. stromu: Polozme
w(i,j) = 320_; cu+ 21 Br, pak c(i, j) = Hisa 5.

Chceme ukézat, ze kdyz plati

o (A) w(i,j) <w(,j") proi <i<jleqy’
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e (B) w(i,j)+w(i,j) <w(i,j)+w(,j) proi <i < jlegj’
pak plati K (i, ) < K(i,j +1) < K(i+1,j+1) pro1 <i < j.

Lemma 7.2.1. Za uvedengjch predpokladi plati
c(iy ) + e, ') < e(i,j') + e(@, §) proi <i' <j <j’

Diikaz. indukef dle 5/ — i
plati: kdyz ¢ = ¢’ nebo j = j/, pak trividlné plat{
c(i, j) + e, j') < (i, j') + (i, §)
inicidln{ krok: kdyz j' — i < 0, pak plati bud ¢ = 4’ nebo j = j'.
indukén{ krok: pfedpoklddejme, Ze nerovnost plati, kdyz j' — i < n a nechf j' —i = n, kde n > 2.

1. j =4’ pak mdme dokdzat, ze
c(i,7) +¢(4,5") < cli, 7). oznactme K(i,5') = L.
) o ., z def ¢(4,7) o ) ) o (A) a ind. pfedp.
1. (1a) I <jpakc(i,j) +c(j,j)) < w(i,jg)+ei,l=1)+c(l,j)+c(,J) <
w(zhjl) =+ C(i’l - 1) = C(Za.])
vime, ze ¢ <1 < j, tedy j' —1 < j' — 1.
= (1la) plati.
2. (1b) I > j, dukaz stejny jako pro la.
= 1 plati.

3. 5>7
oznaéme k = K(i,5'),l = K(¢', j)

1. (2a) I <k,pak i <l<<jii<k<j<y

c(i, ) + (', ')
<w(i,j) +c(i,l — 1) +c(l,5) +w(i, ") + (i’ k — 1) + c(k, )
=w(i,§) +w(’,5") +c(i, 1 = 1) + (@’ k — 1) +c(l,5) + c(k, )

podle (B) .. Y . ./ . .
S 'lU(Z,] ) +’IU(’L 7]) +C(ka_ ]-) +C(’L 7l - 1) +C(lvj) +C(k7.7 ) =

c(i,k — 1)+
, L L, i1 — 1) js
vime,ze i < <l—-1<k—-lak—-1—-i<j —i. ngtahzi)njfne
Potom predp.

=w(i,j') +c(i,k — 1) + c(k, ') + w(i’, 5) + (i, 1 — 1)e(l, 5)
=c(i, ') + (@', j)

2. (2b) k <1 dukaz je analogicky jako pro (2a).
= 2 plati.

= lemma je dokéazané. O
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Lemma 7.2.2. Kdyz c(i,7) + c(i',5") < e(i,3') + c(@',§) proi <i' < j <j', pak plati
K(i,j) <K(i,j+1) < K(i+1,j+1)

Diikaz. Ukézeme, ze plati K(i,7) < K(i,j + 1), dikaz druhé nerovnosti je analogicky.
Abychom dokézali (i,5) < K(i,j + 1), tak staci ukdzat, ze plat
c(isk — 1)+ clk, j) < c(i k' — 1) + c(k', §) pak c(i,k — 1) + clk,j +1) < (i, k' — 1) + (K, j + 1)
proi < k' <k <j.
pozadovana nerovnost plyne z této nerovnosti:

c(iy k' — 1) +c(k',5) — c(i,k — 1) — c(k, j)

c(i,k'—1)>0
< (i, =1)+eK,j+1)—cli,k—1)—c(k,j+1)

skoncili jsme s triky, upravime nerovnost a vyjde to:

C(i7k/ - 1) + C(klvj) + C(i,k‘ - 1) + C(k,j + 1)
<c(i, k' = 1) +c(k',j+1)+cli,k—1)+c(k,j+1)

c(k',j)+elk,7+1) <e(k,7+1)+c(k,j) plati ¥ < k < j < j+ 1 ... nerovnost plat{ dle
predpokladu (polozime i = k', i’=k, j=j, j’=j+1) O XXX pokud se
divite j = j,
nedivte se,
znamena to, ze

7.3 Skorooptimalni binarni vyhledavaci stromy ja L. casti se
rovnd j z druhé
&asti @) chce to

Definice 7.3.1. Necht S = {21 < 22 < ... < z,} a necht §; (resp. «;) je pravdépodobnost lep{ znagent
operace Access(a,S), kde a = z; (resp. ; < a < x;j41) pro1l < i < n (resp. 0 < j < n).

Potom 3; >0, a; > 0a Y 5 + > a; = 1. (2n+1)-tice (cvo, B1, @1, -+ -, Bny ) se nazyvé rozdéleni
(pravdépodobnosti) pristupu.

Strom potom konstruujeme rekurzi tak, aby prumérnd vdiZend cesta ve stromé byla co nejkratsi.

Takovy strom lze konstruovat pomoci rekurzivniho vypocétu zkouSenim vsech kandidatu na
koten. To lze v ¢ase O(n?), protoze volba koiene jednozna¢né uréuje prvky pravého i levého pod-
stromu (nebot se jednd o vyhleddvaci strom). Takovy strom lze konstruovat pomoci rekurzivniho
vypoétu zkousenim vsech kandidét na kofen. To lze v case O(n?), protoZe volba kofene jed-
noznaéné uréuje prvky pravého i levého podstromu (nebot se jednd o vyhleddvaci strom).

7.3.1 Aproximace optimalnich stromu

P1i konstrukei se budeme snazit volbou kofene podstromu rozdélit prvky na dvé stejné pravdépodobné
mnoziny.

Uvazujme nésledujici situaci. S = {x1,x9,x3,24} s pravdépodobnostmi ptistupu («pg, f1, a1,
/827 Q9, /837 asg, /847 0[4) = (%7 iv(x %707 %7 %707 1%)

Doporucuji si predstavit uvedené body na realné ose tak, ze aq je v bodé 0, ay v bodé 1.

Bod % padne bud do 3; nebo do a; pro néjaké 4, resp. j. V prvnim pifpadé zvolime z; jako
kofen stromu, jinak volime mezi z; a x;41, podle toho, zda % lezi v levé nebo pravé poloviné o;.

V nasem piipadé volime x3 jako kofen stromu.

Pro rozhodnuti o kofenu levého podstromu vrchol, ktery popsanym zpusobem odpovidd bodu
%. Tento postup neni totozny s postupem, kdy se bere bod % v nové vzniklé podiloze, protoze pfi
konstrukci podstromu bychom zanedbali ¢dst intervalu as.
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7.3.2 Podrobnéjsi popis naznacené metody

Necht
GO0 o i
0 9 [ i—1 9

Uvédomte si, Ze s; jsou st¥edy intervala piislusejicich "nedspésnému vyhledavéni”, tj. (z;, z;i41).
Volan{ funkce construct_tree(0,n,0,1) vytvoii skoro optiméln{ vyhleddvaci strom dle popsané
metody.

+ B+ % (7.1)

procedure contruct_tree(i,j,cut,l)
Pozndamka: Predpokladame, Ze parametry volané funkce spliiuji ndsledugjici podminky.

1. ¢ a j jsou celd ¢isla takova, ze 0 <1< j < n

2. [ je celé ¢islo, 1 > 0

3. cut = 22;11 z,27P, kde xz, € {0,1} pro vechna p
4. cut <s; < sj <cut+27H

Voldni construct_tree(i, j, , ) vytvori bindrni vyhleddvaci strom pro vrcholy i+1, ..., 5 alistyi,...,j.
begin
if i +1 =7 (ptipad A) return kofen=j, levy list=i, pravy list=j;
else
najdi k takové, ze
5)i<k<j
6) k =i+ 1 nebo sp_; < cut + 27"
7) k = j nebo s, > cut + 27!
Takové k vidy existuje, protoZe parametry funkce spliuji podminku 4.
if k =14+ 1 (pfipad B) return
kofen=i+1
levy list=i
pravy list=construct_tree(i+1,j,cut+27"1+1);
if kK =j (pfipad C) return
kotfen=j
levy list=construct_tree(i,j-1,cut,l+1)
pravy list=j;
if i+1< k< j(pfipad D) return
koten=k
levy list=construct_tree(i,k-1,cut,l41)
pravy list=construct_tree(k,j,cut+27" 141);
end

Véta 7.3.1. Necht b; je hloubka vrcholu x; a a; je hloubka listu (x;,2;41) ve stromé Trp vytvoreném
funkci construct_tree(0,n,0,1). Potom
bi < [log1/Bi], aj < [log1/a;]| +2

Dukaz. Véta tikd, Ze hloubka vrcholu roste s klesajici pravdépodobnosti pristupu k tomuto vrcholu.
Plyne z nésledujicich faktu. O

Fakt 1. Jestlize hodnoty parametru funkce construct_tree spliuji podminky 1-4 a i + 1 # j,
potom k spliujici pozadované podminky existuje a hodnoty parametru rekurzivnich voldni con-
struct_tree spliuji 1-4.
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Dukaz.

Piedpoklddejme, Ze parametry spliuji 1 — 4 a ¢ + 1 # j. Potom zfejmé plati cut < s; <
cut 4+ 2711 Pro spor predpoklddejme, Ze neexistuje neexistuje zadné k, i < k < j, pro které by
platilo sp_1 < cut+ 27" a s > cut + 274

Potom ovsem bud’ pro viechna k takova, ze i < k < j, plati s, < cut + 27! nebo pro viechna
k takova, ze i < k < 7, plati s,y > cut +27.

V prvnim piipadé k = j odpovidd pozadovanym podminkam, v druhém jim odpovida k = i+ 1.
Tedy k vzdy existuje.

Zbyva ukazat, ze nové parametry volani funkce spliuji pozadované podminky. To ale plyne z
toho, ze k spliiuje 5-7 a i + 1 # j. O

Fakt 2. Hodnoty parametru vSech volani construct_tree spliiuji podminky 1-4.
Dikaz. Indukci. construct_tree(0, n, 0, 1) spliuje 1-4 a pomoci pfedchoziho faktu. O

Rekneme, ze vrchol h (resp. list k) je vytvofen voldnim construct_tree(i, j, cut, 1), jestlize
h = j (resp. h = j nebo h = i) a byl proveden piipad A, nebo h = i+1 (resp. h = i) a byl proveden
ptipad B, nebo h = j a byl proveden piipad C, nebo h = k a byl proveden piipad D.

Dale nécht b; je hloubka vrcholu i a a; hloubka listu j ve stromé vraceném construct_tree(0,n,0,1).

Fakt 3. Je-li vrchol h (resp. list h) vytvofen volanim construct_tree(, j, cut,l), potom by, +1 =1
(resp. ap =1).

Diikaz. Indukei podle [. O

Fakt 4. Je-li vrchol h (resp. list h) vytvoien voldnim construct_tree(i, j, cut, ), potom g, < 27+1
(resp. oy, < 271F2),

Diikaz. Parametry spliujf 4 a tedy 2171 > s; — s; = (a; + @;)/2 + Big1 + g1 + ... + B; > Bn
(resp. ap/2) O

véty. Z faktt 3 a 4 obdrzime £, < 27% a q; < 2722, Zlogaritmovdnim a pievedenim na
celo¢iselné hodnoty dostavame tvrzeni véty. O

Véty 1 a 2 ukazuji, ze hloubka vrcholu je pfiblizné rovna logaritmu pievracené hodnoty prav-
dépodobnosti piistupu k tomuto vrcholu.

Definice 7.3.2. Necht (v1,72,...,7n) je diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti. Potom se funkce
H(y1,%2,---,7) = — iy 7Vilog7; nazyvé entropie rozdéleni.

Povsimnéte si, ze entropie nezalezi na vytvoreném stromé, jenom na pravdépodobnostech
pristupu.

Véta 7.3.2. Nechf Ppp je vdzend délka cesty zkonstruovaného stromu. Potom

Ppp < Zﬁluogl/ﬁlj +Zajtlog1/ozjj +1 +ZO(]‘ <
SH(aOaﬁlaala-'-aﬁnaan)+1+Zaj (72)
Navic

Véta 7.3.3. Nechf Ppp je vdZend délka cesty zkonstruovaného stromu a nechf Pyt je vdZend
délka cesty v optimdinim stromu. (B =>_ 3;) Potom



Id: treesbin.tex,v 1.18 2005/05/09 08:57:59 techie Exp 67

1 max{ G id € R} < Popr < Pop < H +1+ Y0y

2. Pgp < Popt + B(loge + log(Popt/B)) +2 Z Q;
Diikaz. Plyne z véty 5 (puvodni ¢islovani, viz [I], strana 175) a véty 2. O

Je to jenom slozité pocitani, jde o to, ze dovedeme odhadnout, jak velka dovede byt ta vazena
cesta v nami vytvoreném stromé.
Ppp — P,y <log Py, coz je piiblizné logH .

7.3.3 Casova slozitost

Pro sestrojeni stromu s jednim vrcholem potfebuje metoda konstatni ¢as, tj. T(1) = ¢;.

Pro n > 1 je potfeba najit k a dojde az ke dvéma rekurzivnim voldnim construct_tree. Necht
T(m,n) je cas potiebny pro nalezeni k, kde m = k — i (tj. vzddlenost k od poc¢dtku zkoumaného
useku). construct_tree je voldno maximélné dvakrat, v piipadé D prvn{ volani sestroji strom s
k—1—14i=m — 1 vrcholy a druhé volani strom s j — k =n —m.

Tedy T'(n) < max(T'(m — 1) + T(n — m) + Ts(n,m) + c2).

Zde cs je konstanta mérici slozitost predavani parametru.

Dodefinujeme-li T'(0) = 0, potom uvedend nerovnost plati i pro piipady B a C. Zavedeme-li
déle konvenci Ts(1,m) = 0 a ¢ = max(cy, ¢2), dotdvame zjednoduseny vyraz:

T(0) =0T(n) < max (T'(m—1)+T(n—m)+Ts(n,m)+c) (7.3)

T 1<m<n

7.3.4 Hledani k

Cislo k& muzeme hledat bindrnim vyhleddvénim (puleni intervalu), ale vyslednd casové slozitost by
byla O(nlogn)

Principidlni problém s vyhleddvanim pomoci puleni intervalu je, Ze ndm nalezeni k trva dlouho
i v piipadé, zZe je blizko i nebo j a tedy neredukuje velikost podilohy podstatnym zptsobem.

Resenim je kombinace exponencidlniho a bindrniho vyhledévani. Tim doséhneme toho, ze k,
ktera jsou blizko krajnim bodum intervalu, nalezneme rychleji.

Budeme vyhledavat od koncu intervalu, ale ne v konstatnich krocicich.

1) Porovnéme s, s cut+27! kde r = |(i+1+5)/2]. Je-li 5, > cut+27! potom k € {i+1,...,7}.
Je-li s, < cut+ 27! potom k € {r,...,5}. V dalsim budeme predpoklddat, ze k € {i +1,...,7}.

Tento krok trva konstantni ¢as.

2) Nalezneme nejmensi t, t = 0,1,2,..., takové, ze s; ot > cut + 27" Nazvéme jej to. to lze
nalézt v ¢ase da(to + 1) pro n&jakou konstantu ds.

Potom i + 2fo=1 < k <42t tj. 2t >k —i=m > 2~! a odtud logm > to — 1. Tedy trvani
kroku 2 je omezené dz(2 + logm).

3) Binarnfm vyhleddvdnim na intervalu i + 2f=1 + 1 ... i + 2% zjistime piesnou hodnotu k.

Tohle zabere d3(log(2% — 2%0~1) 4 1) = d3ty < d3(1 + logm) (pro néjakou konstantu ds).

Tedy proi < k < |(i+147)/2] nalezneme k v ¢ase mensim nez ds(1+logm). Zde se m = k—i.
Symetricky lze k nalézt v case < d(1 4 log(n —m + 1)), v piipadé, ze |(i +1+j)/2] < k.

Tedy Ts(n,m) = d(1 + logmin(m,n —m + 1))

Dostavame pro construct_tree nasledujici rekurzivni vztah.

T(n) = max (T(m—1)+T(n—m)+d(1+logmin(m,n —m+1)) +c)

1<m<n
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Véta 7.3.4. Je-li vyhleddvdni k implementovdno pomoci uvedené kombinace exponencidlniho a
bindrntho vyhleddvdni, potom T'(n) = O(n).

Diikaz. Indukei podle n ukédzeme T'(n) < (2d + ¢)n — dlog(n + 1).
Pro n = 0 vztah zfejmé plati.
Pro n > 0 méme

T(n) = 1?£§71(T(m —1)+T(n—m)+d(1+logmin(m,n —m+1))+d+c) (7.4)

Tedy podle symetrie vyrazu v m — 1 a n — m dostavame:

T < Tm—-1)+T(n— dl d 7.5
()<, max (T(m—1)+T(n—m)+dlogm+d-+0) (75)

Podle indukéniho predpokladu dostavame

T < 2d -1 — —
(n) < 1Smf<n(i}§rl)/2(( +c)(m—1+n-—m)
— d(logm +log(n —m + 1)) + dlogm + (d + ¢)) (7.6)
Coz se rovné
2d —d(1+1 — 1 7.7
( +C)”+1gm§1&’i1)/g( (1 +logm —m+1)) (7.7)

Vyraz v zavorce je vzdy mensi nez nula a je nejvétsi pro m = (n + 1)/2. Tedy dostdvame
nasledujici nerovnost:

T(n) < (2d+ c)n —d(1 +log(n +1)/2) = (2d 4 c)n — dlog(n + 1) (7.8)

O

7.4 AVL stromy

Binarni vyhledavaci stromy jsou pomérné piijemné jednoduchou implementaci operaci nad nimi,
ale nen{ pfitom nijak omezena jejich hloubka. Muze se tedy stat, Ze strom muZze vypadat spiSe jako
seznam, a Casova slozitost operaci bude tedy linedrni. Pokud bychom vsak chtéli, aby mél strom
co nejmens{ vysku (vzdalenost listi od kofene by se mohla lisit maximélné o jednicku), byly by
operace INSERT a DELETE néro¢né. Rozumnym kopmromisem mohou byt pravé AVL-stromy.

AVL stromy jsou nazvané podle jmen jejich tvurcu (Adel’son-Velskii a Landis). Pivodn{ ¢ldnek
0 AVL stromech lze nalézt v [4].

Definice 7.4.1. Necht v je vnitin{ vrchol stromu T. Potom
e [(v) je délka nejdelsf cesty z v do listu v podstromu levého syna v.
e p(v) je délka nejdelsi cesty z v do listu v podstromu pravého syna v.

Pokud takovy podstrom neexistuje, polozme [(v) resp. p(v) rovno —1. Déle ozna¢me b(v) = I(v) —
p(v). Vrchol v nazveme vyvdZeny, jestlize b(v) nabyva hodnot —1, 0 nebo 1.

Definice 7.4.2. AVL strom je binarni vyhledavaci strom takovy, ze pro kazdy vnitini vrchol v
plati I(v) — p(v) € {-1,0,1}.
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Poznamka 7.4.1. AVL stromy jsou jen jednou z moznosti jak vyvazovat stromy. Dokonale vyvdzZené
stromy stanovuji podminku, Ze pro kazdy uzel ve stromu plati, ze pocty uzli v levém a pravém

podstromu tohoto uzlu se lisi nejvyse o jednicku. AVL stromy tento pozadavek zeslabuji tak, ze

vyzaduji, aby se vysky levého a pravého podstromu libovolného vrcholu lisily nejvyse o jedniékLﬂ

Uvod do vyvazenych bindrnich stromi lze nalézt napf. v [5].

Véta 7.4.1. AVL-strom o n vrcholech md vysku nejvijse 2logn.

Diikaz. Ozna¢me N (h) minimdlni pocet vrcholit AVL stromu vysky h. Muzeme tedy N (h) definovat
takto:

N(0) =1
N(1) =2
N(h)=1+N(h—1)+N(h—2)

Je ziejmé, ze plati N(h) > 2N (h — 2) nebo N(h—2) < N(h —1).

Odtud dostaneme, ze N(h) > 2"/2 a tedy h < 2log N(h). Nerovnost N(h) > 2"/? dokazeme
indukef:

1>202=1
1/2

2
2. N(h) > 2N(h—2) >2-2M@=1) = oh/2

Vsechny vrcholy AVL stromu jsou tedy vyvazené. Nevyvazené vrcholy mohou vzniknout pii
operacich INSERT a DELETE. Pii tom se muZze hodnota b(v) zménit maximdlné o jednicku.
Hodnota b(v) nevyvazeného vrcholu bude tedy —2 nebo 2. O

7.4.1 Algoritmus INSERT

Vlozeni nového vrcholu do AVL-stromu se provadi stejné jako v nevyvazovanych bindrnich vyh-
ledavacich stromech. Pfi tom se vSak u nékterych vrcholi muze porusit podminka na vyvézenost.
Méjme strom na obrazku

Obréazek 7.2: AVL strom

V tomto stromé jsou vysky podstromu 77, T a T3 stejné. Pokud pfi vlozeni nového vrcholu do
podstromu T1 vzroste vyska tohoto podstromu, bude vrchol x nevyvazeny. Jeho vyvéazeni se vSak
provede jednoduse pomoci tzv. LL-rotace. (viz obr. [7.3))

1Plati, ze kazdy dokonale vyvézeny strom je zdrovein AVL stromem. Opaéné tvrzeni neplati.
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Obrézek 7.3: LL-rotace pro AVL stromy

Pokud bychom vsak chtéli novy vrchol vlozit do T a vyska tohoto podstromu by vzrostla, byl
by opét vrchol z nevyvazeny. To se muze napravit pomoci LR-rotace. (viz obr. [7.4))

Obrazek 7.4: LR-rotace pro AVL stromy

Poznamenejme, Zze na vyvdzenost nemd vliv, zda jsme vrchol vlozili do T4, nebo do T”. Pfi
vkladéni nového vrcholu do pravého podstromu vrcholu = se pro vyvéazeni pouzivaji rotace RR-
rotace a RL-rotace, které jsou symetrické k jiz uvedenym rotacim.

LL-rotaci a RR-rotaci se také nékdy iika jednoduch4 rotace, kdezto LR-rotaci a RL-rotaci se
tika dvojita rotace. V§imnéte si, ze po rotaci je vyska podstromu, se kterym se rotace provadéla,
stejnd jako jeho vyska pted vlozenim nového vrcholu. Tedy po rotaci neni naruSena vyvéazenost
néjakého predka. Staci tedy vyvazit ten nevyvazeny vrchol, ktery je ve stromu nejnize. Pokusme
se nyni charakterizovat ten vrchol, ktery je tfeba vyvazit. Samoziejmé, ze vrchol = lezi na cesté od
kofene k pridanému vrcholu a plati:

e bud b(z) = 1 a novy vrchol je piiddvan vlevo od z
e nebo b(xz) = —1 a novy vrchol je pridavan vpravo od z

Navic pro kazdy vrchol y na cesté od x do pfidaného listu je b(y) = 0, nebot jinak by byl sdm
nevyvazeny, nebo by nezménil svou vysku a tedy by nebylo tfeba vyvazovat ani x.
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Operace INSERT je formdlné popsdna algoritmem [7.4]

Algoritmus 7.4 INSERT pro AVL stromy

INSERT(c)
r < kofen
while r != NIL do
if prvek reprezentovany r = ¢ then
END
end if
if balance(r) '= 0 then
Ti=r
end if
if prvek reprezentovany r > ¢ then
r=left(r)
else
r = right(r)
end if
end while
{vlozen{ nového vrcholu}
r := novy vrchol
key(r) :==c
b(r):=0
left(r) := nil
right(r) := nil
ri=ux

VYVAZUI(r)

7.4.2 Algoritmus DELETE

Ubirani vrcholu z AVL-stromu se provadi stejné jako u nevyvazenych binarnich vyhledavacich
stromu. To znamen4, Ze se ubirany vrchol nahradi nejpravéjsim vrcholem levého podstromu nebo
nejlevéjsim vrcholem pravého podstromuﬂ Pfi tom se samoziejmé mohou také nékteré vrcholy stét
nevyvazenymi. To se opét fe$i pomoci rotaci.
Operace DELETE je formdalné popséna algoritmem [7.6] V algoritmu se pouzivaji dvé procedury
pro vyvazovani popsané v algoritmech a
Problém je, ze ne pii vsech rotacich se zachovava vyska podstromu, jak tomu bylo u operace
INSERT. Proto se zde vyvazovéani neomezi pouze na jeden vrchol. Pfi operaci DELETE se muze
provést az logn rotaci. Kazdopddné slozitost operace DELETE je stejné jako slozitost operace
INSERT O(lOg ’ﬂ) XXX dokazat

max. pocet
rotaci pfi
DELETE

2To je klasicky postup operace DELETE pro BVS popsany v [5], str. 70.
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Algoritmus 7.5 VYVAZUJ pro AVL stromy

{tprava balance (sta¢{ od x do vlozeného listu)}
while r != NIL do
if prvek reprezentovany r > ¢ then
balance(r) := balance(r) + 1
r=left(r)
end if
if prvek reprezentovany r < ¢ then
balance(r) := balance(r) — 1
r = right(r)
else
r:=NIL
end if
end while
if balance(z) = 2 then
if prvek reprezentovany left(z) > ¢ then
LL-rotace
else
LR-rotace
end if
end if
if balance(x) = —2 then
if prvek reprezentovany right(z) < ¢ then
RR-rotace
else
RL-rotace
end if
end if
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Algoritmus 7.6 DELETE pro AVL stromy

DELETE(z)
r «— otec vrcholu reprezentovaného x
{vrcholu left := r jsme odebrali levého syna}
while r! = NIL do
{Prochéaz{ vrcholy od otce ubraného vrcholu ke koteni}
if left then
if b(r) =0 then
{Vrchol r je stéle vyvazeny a vyska jeho podstromu se nezménila}
b(r) = -1
end if
if b(r) =1 then
{Vrchol r je stéle vyvazeny, ale vyska jeho podstromu se snizila}
b(r):=0
{Je t¥eba vyvazovat}
else
VYVAZUJ RIGHT (right(r))
end if
else
if b(r) =0 then
{Vrchol r je stéle vyvazeny a vyska jeho podstromu se nezménila}
b(r)y=1
END
end if
if b(r) = —1 then
{Vrchol r je stéle vyvazeny, ale vyska jeho podstromu se snizila}
b(r):=0
{Je tteba vyvazovat}
else
VYVAZUJ_LEFT(left(r))
end if
end if
xi=r
r := otec(r)
left :=left(r)=x
end while
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Algoritmus 7.7 VYVAZUJ_RIGHT pro AVL stromy

VYVAZUJ RIGHT(x)
if b(x) = 0 then
RR-rotace
END
end if
{Vyska podstromu se nezménila}
if b(xz) = —1 then
RR-rotace
else
RL-rotace
end if

Algoritmus 7.8 VYVAZUJ_LEFT pro AVL stromy

VYVAZUJ_LEFT(x)

if b(x) =0 then
LL-rotace
{Vyska podstromu se nezménila}
END

end if

if b(z) = 1 then
LL-rotace

else
LR-rotace

end if
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7.5 Cervenocerné stromy

Definice 7.5.1. Binarni vyhleddvaci strom T se nazyvéa cervenocerny, jestlize kazdy vrchol je
obarven Cervené nebo ¢erné a plati nasledujici podminky:

1. Listy jsou cerné.
2. Pokud ma4 ¢erveny vrchol otce, je otec ¢erny.
3. Vsechny cesty z kofene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholu.
Véta 7.5.1. Pro bindrnd vyhleddvact cervenocerné stromy reprezentujici mnoZinu S, |S| = n plati,
Ze jejich hloubka je O(logn).
Dukaz. je-li k pocet ¢ernych vrcholu na cesté z korene do listu, pak
2F 1 <8 <2 ~1

To plyne z toho, Ze cesta z kofene do listu se muiZe sklddat v extrémnich piipadech bud’ z k éernych
vrcholii, pak je pocet vnitinich vrcholii stromu 1+ 2 + ... +2¥=1 = 2% — 1 nebo z cesty, kde se
stifdaji ¢erné a Gervené vrcholy, pak je pocet vnitinich vrcholit 14 2+ ...+ 22¢=1 = 22k — 1. Tedy
plati

k <logy|S|+1<2k

pricemz prvky S jsou reprezentovany pouze ve vnitinich vrcholech, ne v listech. O

7.5.1 Operace INSERT

Uvedeme pouze odlisnost od operace INSERT v obecném binarnim vyhleddavacim stromé.
Situace: list ¢ se zménil na vnitini vrchol reprezentujici prvek z a pfidali jsme mu 2 listy.
Vrchol ¢ obarvime cervené a jeho syny ¢erné. Podminky 1 a 3 stale plati, ale podminka 2 platit

nemusi.

Definice 7.5.2. Strom a jeho vrchol (T,t) nazveme 2-témér cervenocerny strom (2técs), jestlize
plati

e 1 Listy jsou Gerné. (nezménéno)

e 2’ Pokud ma4 ¢erveny vrchol ruzng od t otce, je otec ¢erny.

e 3 Vsechny cesty z kofene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrchola. (nezménéno)
Definice 7.5.3. Je-li vrchol ¢ ¢erveny a jeho otec je také ¢erveny, pak fekneme, ze t je porucha.
Poznamka 7.5.1. Poruse v 2t¢cs se také nékdy tiké 2-porucha.

Tedy nyni mdme 2t¢és (T,t¢) Je-li ¢ porucha, pak ji musime né&jak opravit. Situace je na
obrazku [Z.5l
Nejprve zalezi na tom, jakou barvu ma s, stryc ¢:

1. s je cerveny. Pak pouze pfebarvime o, d a s podle obrazku|7.6} Podminky 1 a 3 jsou splnény.
Nyni d muaze byt porucha, ovsem posunuté o 2 hladiny vyse. Vznikl 2téés (7, d).

2. s je cerny. Zalezi na tom, zda hodnota ¢ lezi mezi hodnotami o a d nebo ne. Jinymi slovy,
zda cesta t-o-d obsahuje zatdcku.

nejdelsi cesta je
max. 2Xx delsi
nez nejkratsi

to plati pro
vSechny bin.
vyhl. stromy

Srovnej: Kazdy
cerveny vrchol
ruzny od t mé
cerného otce.
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d

Obrazek 7.5: Obecna situace pii INSERTu

d d

Obréazek 7.6: Oprava INSERTu piebarvenim

t

Obrézek 7.8: Oprava INSERTu dvojitou rotaci a prebarvenim

1. Bez zatacky: Provedeme rotaci a prebarvime podle obrazku Splnény budou podminky
1, 21 3, tedy mame ¢ervenocerny strom.
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2. Se zatackou: Provedeme dvojitou rotaci a prebarvime podle obrazku Splnény budou
podminky 1, 2 i 3, opét mame rovnou ¢ervenocerny strom.

7.5.2 Operace DELETE
Zatimco INSERT se piilis nelisil od své obdoby u AVL stromu, operace DELETE u ¢ervenocernych

Situace: odstrainujeme vrchol ¢ (ktery nemusi reprezentovat odstraiiovany prvek — viz DELETE
v obecnych bindrnich vyhleddvacich stromech) a jeho syna, ktery je list.

Druhého syna t, u, ddme na misto smazaného t a za¢ernime ho. Tim méame splnéné podminky
1 a 2. Pokud byl ale ¢ ¢erny, chybi ndm na cestach prochazejicich nyni vrcholem u jeden ¢erny
vrchol.

Definice 7.5.4. Strom a jeho vrchol (T, u) nazveme 3-témér cervenocerny strom (3téés), jestlize
plati

e 1 Listy jsou Cerné. (nezménéno)
e 2 Pokud m4 ¢erveny vrchol otce, je otec erny. (nezménéno)

e 3’ Vsechny cesty z kofene do listu neprochézejici u maji stejny pocet ¢ernych vrcholii, necht
je to k. V8echny cesty z kofene do listu prochazejici uw maji stejny pocet ¢ernych vrcholu,
necht je to £. A plati k — 1 < £ < k.

Kdyz u neni kofen a ¢ < k, pak fekneme, ze u je porucha.
Poznamka 7.5.2. Takovému vrcholu v 3t¢és se nékdy iikd 3-porucha.

Necht vrchol u je porucha. Pak muzZeme predpoklddat, Ze je obarven ¢erné, jinak bychom ho
prebarvili na ¢erno a tim by se porucha odstranila a vznikl ¢ervenocerny strom.
Situace: méme 3técs (T, ), u je porucha s otcem o, bratrem b a synovci sl, s2, viz obrazek

0

sl s2

Obrézek 7.9: Obecna situace pii DELETE

Oprava zalezi na barvé vrcholu b:

1. Bratr je ¢erny. Rozlisujeme déle 4 piipady, z nichz jeden propaguje poruchu o hladinu vys
a ostatni skoné¢i s ¢ervenocernym stromem.

1. Otec i synovci jsou Cerni. Prebarvime b na ¢erveno, viz obrazek Dostavame 3tccs
(T, 0), tedy porucha je o hladinu vyse.

2. Otec je Cerveny, synovci cerni. Prebarvime otce a bratra podle obrdzku a dostdvdme
Cervenocerny strom.
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] 0
u b u b
s s2 s s2

Obrézek 7.10: Césteéns oprava DELETE piebarvenim

0 0
u b u b
sl s2 sl s2

Obrazek 7.11: Oprava DELETE piebarvenim

b

u sl

Obrazek 7.12: Oprava DELETE piebarvenim a rotaci

3. Synovec sl, jehoz hodnota lezi mezi hodnotami otce a bratra, je ¢erny, druhy synovec je
cerveny. Prebarvime a zrotujeme podle obrazku barva otce se neméni (tj., vrchol b bude
mit barvu, kterou puvodné mél vrchol o). Dostdvame Gervenocerny strom.

4. Synovec s1, jehoz hodnota lezi mezi hodnotami otce a bratra, je ¢erveny, druhy synovec
m4 libovolnou barvu. Pfebarvime a dvojité zrotujeme podle obrazku (tj., vrchol s1 bude mit
barvu, kterou puvodné mél vrchol o a barva vrcholu s2 se nezméni). Dostdvame Cervenocerny
strom.

5. Bratr je cerveny. Provedeme rotaci. Dostaneme strom ve tvaru, ktery je na(7.14| a aplikujeme
predchozi pripad ¢.1.
Prestoze to tak na prvni pohled nevypadd, mame vyhrano, protoze bratr poruchy je ¢erny a otec
¢erveny, tedy piisti oprava bude piipad nebo [ a skonéime s éervenocéernym stromem.

7.5.3 Zavéry

Pro binarni vyhledavaci ¢ervenocerné stromy lze implementovat MEMBER, INSERT a DELETE
tak, ze vyzaduji ¢as O(logn) a INSERT pouzivé nejvyse jednu (dvojitou) rotaci a DELETE pouzivd
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Obréazek 7.13: Oprava DELETE piebarvenim a dvojitou rotaci

b

o

s2 u sl

Obrézek 7.14: Casteéns oprava DELETE piebarvenim a rotaci

nejvyse dvé rotace nebo rotaci a dvojitou rotaci.

Jsou lepsi nez AVL stromy, které pii DELETE spotfebuji az logn rotaci. Oproti vdhové
vyvazenym stromum i proti AVL stromum jsou Cervenocerné stromy jen konstantné lepsi, ale i
to je dobré. Pii pouziti bindrnich vyhleddvacich stromi ve vypocetni geometrii nese informaci i
rozlozeni prvki ve stromé, a tato informace se musi po provedeni rotace nebo dvojité rotace aktu-
alizovat. To znamend prohledéan{ celého stromu a tedy ¢as O(n) za kazdou rotaci a dvojitou rotaci
navic. Pro tyto problémy jsou ¢ervenocerné stromy obzvlasté vhodné, protoze minimalizuji pocet
pouzitych rotaci a dvojitych rotacﬁ

Poznamka 7.5.3. Cervenocerné stromy se pouzivaji pii implementaci (2,4)-stromt, se kterymi
se seznamime v dals{ kapitole. Vrchol se dvéma syny je nahrazen jednim ¢ernym vrcholem, vrchol
se tfemi syny je nahrazen ¢ernym vrcholem s jednim ¢ervenym synem a vrchol se ¢tyfmi syny je
nahrazen ¢ernym vrcholem se dvéma syny. Pozor! Aktualizaéni operace pro (2,4)-stromy neod-
povidaji aktualizaénim operacim na ¢ervenocernych stromech (i reprezentace prvku je odlisnd).

3Cervenocerné stromy se pouzivaji napiiklad ve standardni Sablonové knihovné jazyka C++ od SGI, kterd je
zahrnuta do GCC. Maéte-li Linux, zkuste se podivat do /usr/include/g++-2/st1\_tree.h; Co se tyce ”real-world”
aplikaci erveno-c¢ernych stromu, je mozné zminit packet filter (PF) v OpenBSD, kde se tyto stromy pouzivaji k
reprezentaci pravidel pro firewall. Pro firewally je ¢as vyhodnoceni jednotlivych paketu proti pravidlum kriticky.
Zajimavé je, ze ptivodni implementaci PF pouzivala AVL stromy. Cerveno-erné stromy se ukazaly jako vyhodn&jsi.
Implementaci ¢erveno-cernych stromu lze v OpenBSD najit v /usr/include/sys/tree.h v podobé maker jazyka
C. Tento soubor obsahuje rovnéz makra pro implementaci Splay stromu. A pokud vite o podobné dostupnych
implementacich jinych datovych struktur z téhle prednasky, sem s nimi !


http://www.sgi.com/tech/stl/

Kapitola 8

(a,b) stromy

8.1 Zakladni varianta
Necht a,b € N,a < b. Strom je (a,b) strom, kdy# plati
1. Kazdy vnitini vrchol kromé kofene ma alesponi a a nejvyse b synu.
2. Kofen mé nejvyse b synu. Pokud a > 2, pak mé alespon 2 syny, nebo je listem.
3. Vsechny cesty z kofene do listu jsou stejné dlouhé.
Definice 8.1.1. Jsou-li synové kazdého vrcholu o¢islovani, muzeme definovat lexikografické uspordadani

vrcholi na stejné hladiné.
u <; v, jestlize otec u <; otec v nebo otec u = otec v, u je i-ty syn, v je j-ty syn a i < j.

Pozndmka 8.1.1. Prvky z mnoziny S koresponduji s listy T tak, ze s < s’, 5,8’ € S, prave kdyz
list odpovidajici s <; list odpovidajici s'.

Pozorovéni: Bud T (a,b) strom s hloubkou h. Plat{
2a" ! < pocet lista T < b",

tedy pro libovolné n ma kazdy (a,b) strom T' s n listy hloubku ©(logn).

Obrazek 8.1: Piiklad (a,b) stromu

80

Cviceni: Co by
se stalo,
kdybychom
definici
zjednodusili a
misto podminek
la2
pozadovali, aby
kazdy vrchol
mél a az b
syna?
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8.1.1 Reprezentace mnoziny S (a,b) stromem

Mgjme S C U, pfitemZ universum je linedrné usporddané. (a,b) strom T reprezentuje mnozinu S,
jestlize existuje jednozna¢né piitazeni prvku S listam T, které zachovdva usporadani.
Potfebujeme navic podminku

4. a>2ab>2a—1

Struktura vnitiniho vrcholu v:

e p, je pocet synu

e Sy[1 .. py] je pole ukazateli na syny

e H,[l .. py,—1]: H,[i] je maximélni prvek v podstromu S, [i]

8.1.2 MEMBER(z) v (a,b) stromu

viz algoritmus [8.1

Algoritmus 8.1 MEMBER pro (a,b) stromy
{vyhledéni x}
t := koren
while ¢ neni list do
1:=1
while H,[i] <z Ai < p, do
t:=1+1
end while
t:= St [Z]
end while
{testovani x}
if ¢ reprezentuje x then
reSs
else
x ¢S
end if

8.1.3 INSERT(z) do (a,b) stromu

viz algoritmus [8.2

8.1.4 DELETE(z) z (a,b) stromu
viz algoritmus

8.1.5 Shrnuti
Operace $tépeni, presun i spojeni vyzaduji konstantni cas.

Véta 8.1.1. Operace MEMBER, INSERT a DELETE pro (a,b) stromy vyZaduji éas O(logn), kde
n je velikost reprezentované mnoZiny.
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Algoritmus 8.2 INSERT pro (a,b) stromy

vyhledani x
if ¢t nereprezentuje x then
o:=otect
vrcholu o pridej nového syna t’ reprezentujiciho x
zafad t’ na spradvné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
t:=o0
while p, > b do
{Stépeni — muzeme provést diky podmince 4}
rozdél ¢t na ¢ a t
k t; dej prvnich |(b+1)/2] synu t
k t dej zbylych [(b+1)/2] synu ¢
o0 :=otect
uprav p,, S, a H,
{pfi stépeni kofene jesté musime vytvofit novy kofen}

t:=o0
end while
end if

Algoritmus 8.3 DELETE pro (a,b) stromy

vyhledani x, navic si zapamatuj vrchol u, v jehoz poli H, je x
if ¢t reprezentuje x then
o0 :=otect
odstran ¢
uprav H,, H, {...}
uprav S, a p,
t:=o0
while p; < a At nenf kofen do
v := bezprostiedni bratr ¢
if p, = a then {smime spojit}
{Spojeni}
o :=otect
slucvatdot
uprav p,, S, a H,
t:=o0
else {p, > a, spojeni by mohlo mit vice nez b synu}
{Pfesun}
presun krajniho syna v do ¢
uprav Hotec t
end if
end while
if ¢ je kofen a ma jen jednoho syna then
smaz t
end if
end if

S H a S jsme pracovali jako se seznamy, nepotiebujeme, aby to byla pole. Tim se zjednodusi

implementace.

Vyhodnost pro
vnéjsi paméti?
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Obrazek 8.2: Idea operace JOIN

8.1.6 Jak volit parametry (a,b)

Pro vnitini pamét je vhodné a = 2 nebo a = 3, b = 2a. Pro vnéjsi pamét je vhodné a ~ 100,
b = 2a.
Pro minimalizaci paméfovych narokt je vyhodné b = 2a — 1, pro minimalizaci ¢asovych ndroki

je VyhOdHé b= 2a. proc? pry se k
tomu jesté
dostaneme

8.2 Dalsi operace

MIN, MAX (XXX)
Pro operaci JOIN je vhodné spolu se stromem uchovavat také nejvétsi prvek reprezentované
mnoziny.

8.2.1 Algoritmus JOIN(73,T5) pro (a,b) stromy

Operace JOIN provede spojeni dvou (a,b)-stromi 7} a T do jednoho (a,b)-stromu za predpokladu,

ze vSechny prvky, které reprezentuje strom 737 jsou mensi nez prvky reprezentované stromem 75.
Algoritmus najde vrchol pro stromu T3, spojf stromy do jednoho (viz obr. a provede §tépéni.
Ptepis viz algoritmus 8.4

Casova slozitost operace JOIN

JOIN vyzaduje ¢as O(rozdil hloubek stromu) < O(log(|S1| + |S2]))

8.2.2 Algoritmus SPLIT(z,T) pro (a,b) strom
Operace SPLIT(z,T) provede rozdéleni (a,b)-stromu T na dva (a,b)-stromy T3 a T tak, Ze:

e Ty je (a,b)-strom reprezentujici prvky z S < z
e Ty je (a,b)-strom reprezentujici prvky z S > z

kde S je mnozina, reprezentovand (a,b)-stromem T'. Na vystupu této operace dile dostaneme
informaci, zda x € S.

Zakladni myslenkou pro implementace této operace je pouziti dvou zdsobniku (a,b)-stromu.
Prochédzime strom T' od koiene k listum a na kazdé tirovni vlozime do prvniho zdsobniku ty pod-
stromy bratri aktudlniho vrcholu, které obsahuji prvky mensi nez prvek reprezentovany aktudlnim
vrcholem. Do druhého zdsobniku vlozime podstromy s vétsimi prvky. (viz obr. [8.3) Po projit{
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Algoritmus 8.4 JOIN pro (a,b) stromy
Require: T; reprezentuje S1, T reprezentuje Sy a max.S; < min Sy
n := hloubka 77 — hloubka 75
if n > 0 then
t := koren T
while n > 0 do
t := posledni syn ¢
n:=n-—1
end while
Spoj t s kofenem T4 a vytvor novy vrchol ¢'. {zde se vyuzije znalost nejvétstho prvku mnoziny
S1}
while p; > b do
Stepeni t
t:=otect
end while
else
{analogicky: kofen T, prvni syn ...}
end if

stromu provedeme sliti téchto dvou zdsobnikt do stromu 77 a To pomoci operace STACKJOIN.

(viz sekee [8.2.3)

Ptepis operace SPLIT viz algoritmus 8.5

Algoritmus 8.5 SPLIT pro (a,b) stromy
Ensure: Vytvoii T) reprezentujici {s € S : s < x} a Tj reprezentujici {s € S : s > x}
Necht Z; a Z jsou prazdné zisobniky
t :=koten T
while ¢ nenfi list do
1:=1
while H,[i] <2z Ai < p; do
=141
end while
Vytvor strom T3, jehoz kofen md syny S¢[1]...S¢[¢ — 1]
Vytvor strom T5, jehoz kofen ma syny S¢[i + 1] ... S¢[pt]
if 77 neni jednoprvkovy strom then
Push(Zl, Tl)
end if
if T5 neni jednoprvkovy strom then
PuSh(Zg7 Tg)
end if
t:= St [Z]
end while
if ¢ reprezentuje prvek ruzny od z then
Udélej z t (a,b) strom a vloz ho do pfislusného zasobniku.
end if
Ty := STACKJOIN(Z;) {viz déle}
Ty := STACKJOIN(Z,)
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Obrazek 8.3: Idea operace SPLIT

Casova slozitost operace SPLIT

......

slozitosti operace STACKJOIN.

8.2.3 Algoritmus STACKJOIN(Z) pro zasobnik (a,b) stromu

Operace STACKJOIN provede JOIN vsech (a,b)-stromu uloZzenych na zdsobniku. Vysledkem je
jediny (a,b)-strom.
Prepis viz algoritmus

Algoritmus 8.6 STACKJOIN pro (a,b) stromy
T :=Pop(Z)
while Z # () do
T’ :=Pop(Z)
T := JOIN(T,T")
end while

Casova slozitost operace STACKJOIN
Necht Z obsahuje (a,b) stromy T ... Ty, pficemz T} je vrchol zdsobniku. Plati
Vi : hloubka T; < hloubka T}

¢as STACKJOIN = hloubka Ty — hloubka T; + 1
+ hloubka T3 — hloubka T + 1
+...
+ hloubka T} — hloubka 731 + 1
= hloubka T}, — hloubka T} + pocet JOINu
= O(hloubka T') = O(log|S|)

Tedy i operace SPLIT vyzaduje ¢as O(log|S|).
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8.2.4 Algoritmus FIND(T k) pro (a,b) strom

Nalezeni k-tého nejmensiho prvku.
Rozsitime reprezentaci stromu a kazdému vnitfnimu vrcholu v pfidame:

o K,[1 .. py]: K,[i] je pocet listu v podstromu S,[i]

viz algoritmus
Algoritmus 8.7 FIND pro (a,b) stromy
t := koten T
while ¢ nenf list do
1:=1
while K,[i]| <k Ai < p, do
k:=k— Kt [’L]
1:=1+1
end while
t:= St [Z]
end while

if £ > 1 then

return nil {k > |S|}
else

return ¢
end if

Casové slozitost je opét logaritmicka, pricemz difve uvedené operace nejsou zpomaleny tim, ze
aktualizujf pole (seznam) K.

8.3 A-sort

Na prvni pohled se zd4, Ze pouzZiti (a,b) stromt ke ti{déni nenf vyhodné. Pamétové naroky budou
oproti béznému tifidén{ v poli asi pétkrat vétsi. Aby se tedy tiidén{ (a, b) stromem vyplatilo, muselo
by pfinést zvyseni rychlosti. V této ¢asti predvedeme, ze to skuteéné je mozné, jestlize vstupni data
jsou jiz castecné settidéna.

Pro ucely A-sortu rozsifime reprezentaci takto:

e Listy stromu jsou propojeny do seznamu
e Je zndma cesta z nejmensiho (nejlevéjsiho) listu do kofene (ulozend napt. v zdsobniku)

Pouzijeme (2, 3)-strom. Pro¢, to si zduvodnime az po odvozeni slozitosti A-sortu.
Necht vstupni posloupnost je ar, ..., a,. Postupné odzadu vkladame jeji prvky do stromu mod-
ifikovanym INSERTem:
k:=mn
while £ > 1 do
A-INSERT (ay)
k=k—1
end while
Na konci pfec¢teme setiidénou posloupnost pomoci spojového seznamu listu.
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Obrazek 8.4: Idea algoritmu A-INSERT

8.3.1 A-INSERT

A-INSERT (viz algoritmus pracuje téméf stejné jako puvodni INSERT - najde spravny list a
potom ptipadné pfidd novy prvek. K nalezeni spravného listu ovSem vyuziva cestu z nejmensiho
listu. (viz obr.

Zde uvedend verze A-INSERTu odstranuje duplicitni prvky, operaci lze pochopitelné upravit
tak, ze nechava duplicitni prvky, které zustdvaji ve stejném potadi.

8.3.2 Slozitost A-sortu

Cas A-sortu = > ¢asu vyhleddni 4+ > ¢asu pfidédni 4 ¢as vytvofeni vystupni posloupnosti. Cas
vytvoreni vystupni posloupnosti = O(n).

> ¢asu pridani = pocet pfidanych vrcholu - ¢as pridani vrcholu + pocet Stépeni - ¢as Stépeni =
O(n)-O(1) +pocet stépeni- O(1). Protoze se zde neprovadi operace DELETE, lze kazdému stépeni
prifadit vnitini{ vrchol, ktery byl pfi tomto Stépeni vytvoren (Stépeni rozdéli vrchol ¢ na dva vrcholy
t1 a ta, budeme predpoklddat, ze vrchol t1 je pokracovanim vrcholu ¢ a vrchol ts je vrchol vznikly
pii 8tépeni). Tedy pocet stépeni je mensi nez pocet vnitinich vrcholu (pii stépeni kofene vznikd
navic jesté novy kofen), tedy Y casu piiddni = O(n).

Cas A-sortu tedy zavisi hlavné na celkovém ¢ase vyhledani prvki. Oznaéme

fiz‘{j>i: a-<ai}|,
J

tedy pocet prvku posloupnosti, které v nesetiidéné posloupnosti nasleduji a;, ale v setiidéné patii
pied a;. PFi vyhledani a; ve stromu vyjadiuje f; pocet listi nalevo od a;. Cas vyhledani a; je tedy
O(log f;) a celkovy ¢as vyhleddn{ je O(>_ log f;).

Hodnota F' = Y fi, zvand pocet inverzi, vyjadiuje usporddanost vstupni posloupnosti. Pro
spravné usporadanou posloupnost je F' = 0, pro obrdcené uspoiddanou posloupnost je F = n(n —
1)/2. To jsou také mezn{ hodnoty, jichz muze F' nabyvat.

7Z vlastnosti logaritmu a srovnanim geometrického a aritmetického prumeéru dostdvame

Zlngi = 1Ongi =nlog { Hfi < nlog(F/n).

A-sort tedy vyzaduje ¢as O(nmax(1,log((F + 1)/n))). V nejhorsim piipadé to je O(nlogn)
a Mehlhorn a Tsakalidis ukézali, Zze A-sort je lepsi nez Quicksort v pifpadé, ze F < 0.02n'°7.
Naproti tomu Insertsort, jednoduchy algoritmus, ktery postupné linedrnim prohleddnim zatfid'uje
prvky pole do jeho jiz setfidéného pocéateéniho useku, vyzaduje ¢as O(n + F'), coz je v nejhorsim
pifpadé O(n?).

Zbyvé jesté zduvodnit, pro¢ pouzit (2,3)-stromy. Vime, ze (2, 3)-stromy maji nejmensi pros-
torové ndroky mezi (a,b)-stromy. Na druhé strané vsak (2, 3)-stromy v obecném piépadé vyzaduji

oSetfit log 0

nebo
transpozic?
standardni
termin?
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Algoritmus 8.8 A-INSERT(x)
{Nalezeni}

t := nejmensi list stromu T
repeat
t:=otect
until ¢ je kofen V x < Hy[1]
{nyn{ jako v puvodnim INSERTu, pouze jsme jinak inicializovali ¢}
while ¢ neni list do
1:=1
while H:[i] <z Ai < p; do
1:=14+1
end while
t:= St [Z]
end while
{Pridéni}
if t nereprezentuje x then
o0:=otect
vrcholu o pridej nového syna t’ reprezentujiciho x
zafad t' na sprdvné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
t:=o0
while p, > b do
{Stépeni — muzeme provést diky podmince 4}
rozdél ¢t na t1 a to
k t; dej prvnich [(b+1)/2] synu ¢
k to dej zbylych [(b+ 1)/2] synu t
o :=otec t
uprav p,, S, a H,
{pfi stépeni kofene jesté musime vytvorit novy koten}
end while
end if

zbytetné mnoho vyvaZovacich operaci, a proto jsou vyrazné pomalejsi nez napi. (2,4)-stromy.
Protoze vsak A-sort nepouzivéd operaci DELETE, ukézali jsme (viz pocet operaci Stépeni), ze pro
A-sort to neni pravda. Zde (2, 3)-stromy patii mezi nejrychleji pracujici (a, b)-stromy.

8.4 Paralelni p#istup do (a,b) stromu

P#i operacich INSERT a DELETE jsme nejprve sestupovali stromem dolu az k listim, potom
jsme se vraceli nahoru a §tépili nebo spojovali vrcholy. To znemozinuje dovolit paralelni pristup do
stromu. Procesu, ktery je ve fdzi vyhleddni, by se mohlo stat, ze mu jiny proces zméni strom “pod
rukama”. Stavajici operace INSERT a DELETE tedy pozaduji vyluény piistup ke stromu.
Nyni predvedeme paralelni verzi téchto operaci, kde se $tépeni nebo spojovani provadi jiz pti
sestupu. Potom jiz neni nutné se vracet a je tedy mozné rovnou odemykat ¢asti stromu, ke kterym
jiz dany proces nebude piistupovat. Cenou za tento piistup jsou zbyteénd stépeni/spojeni. udélat obrézek

Potiebujeme omezit b: podminku b > 2a — 1 zpiisnime na lustrujici
zbytecnd §/s

4. a>2ab>2a
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8.4.1 Paralelni INSERT(z) do (a,b) stromu
viz algoritmus

Algoritmus 8.9 paraleln{ INSERT pro (a,b) stromy

o := lock(nadkofen) {Nadkofen je implementa¢ni pomucka. Slouz{ k zamknut{ pristupu k celému
stromu a uchovévd max(S)}
t := koten
{Invariant mezi pruchody cyklem: o je otec t, o je jediny vrchol zamknuty timto procesem.}
while ¢ nenfi list do
1:=1
while ¢ < p, A Hi[i] < = do
=141
end while
S = St [Z]
{preventivni rozstépent:}
if p(t) = b then
rozdél t na t; a to: {viz 4’}
k ¢; dej prvnich |(b+1)/2] synu t
k ty dej zbylych [(b+1)/2] synu t
t1 predchézi to
uprav p,, S, a H,
{implic.: uprav py,, ..., Hi,}
{pfi stépeni kofene jesté musime vytvorit novy kofen}
n :=t;, kde s je syn t;
else
n:==t
end if
lock(n)
unlock(o)
0:=n
t:=s
end while
if ¢ nereprezentuje x then
vrcholu o pridej nového syna ¢’ reprezentujiciho x
zafad t' na sprdvné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
end if
unlock(o)

8.4.2 Paralelni DELETE(x) z (a,b) stromu
viz algoritmus

8.5 Slozitost posloupnosti operaci na (a,b) stromu

A-sort funguje jednak proto, ze v predtiidéné posloupnosti rychle najde misto, kam se m4 vkladat,
jednak proto, Ze se pii samych INSERTech (a diky sprdvnym a, b?) provadi mélo vyvazovacich
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Algoritmus 8.10 paralelni DELETE pro (a,b) stromy

o0 := lock(nadkofen) {Nadkofen je implementa¢ni pomucka. Slouz{ k zamknut{ piistupu k celému
stromu a uchovévd max(S)}
t := koten
h := nil {Jakmile h # nil, x € H}, a h bude zaméceny do konce procesu.}
{Invariant mezi pruchody cyklem: o je otec t, o je kromé h jediny vrchol zamknuty timto proce-
sem. }
while ¢ neni list do
1:=1
while ¢ < p, A Hi[i] < x do
1:=14+1
end while
if Hy[i] = x then
h:=t
end if
S = St [Z]
{preventivni spojeni/pfesun:}
if p(t) = a then
v := bezprostiedni bratr ¢
if p, = a then {smime spojit}
{Spojeni}
slu¢ v a t do ¢ {viz 4’}
uprav p,, S, a H,
t:=o0
else {p, > a, spojeni by mélo vice nez b synu}
{Pfesun}
presun krajniho syna v do t
uprav H,, H, a H;
end if
end if
lock(t)
if 0 # h then
unlock(o)
end if
o:=1
t:=s
end while
if t reprezentuje x then
odstran ¢
uprav H,, Hp
uprav S, a p,
unlock(h)
end if
unlock(o)

kroku. V této sekci se podivdme na pocet vyvazovacich kroku pro posloupnost operaci INSERT a
DELETE.
Necht b > 2a.
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Véta 8.5.1. Méjme posloupnost n operaci INSERT a DELETE aplikovanou na prdzdny (a,b)
strom. Oznacéme P pocet presunt pri provddéni posloupnosti, SP pocet spojeni a ST pocet stépend.
Ddle oznaéme Py, SPy, a STy, pocet presuni. spojeni a Stépend, které nastanou ve vysce h (listy
magi vysku 0).

Necht
b+1
c:min< min (2@—17 [—;-D —a,
(8.1)
b+1
b — max (2@1, {—’_J) )
2
Pak plati
P < n (8.2)
c
2¢ —1)ST P < ——(n—-2 .
(2¢—1)ST +cSP < n+c+a+c_1(n ) (8.3)
2nc+2
Plati ¢ > 1 (pii b = 2a dokonce ¢ = 1). Z toho
-2
ST+SP§%+1+”G : (8.5)

tedy linedrné vzhledem k n.
Pro paralelni verze INSERT a DELETE plati obdobnd véta, kdyz b > 2a + 2.
Pro dukaz pouzijeme bankovni paradigma: datovou strukturu ohodnotime podle toho, jak je

“uklizend”. Operace, které datovou strukturu “uklidi”, zvétsi jeji “zustatek na ucté”. Ty, které ji

“narusi”, zustatek zmensi. Potom najdeme vztah mezi zustatkem a spotifebovanym casem. Tohle

pokulhdvd. Muyslel jsem si, Ze zustatek je néco jako ¢as v konzervé, ktery si pomalé operace berou

od rychlyjch ..., ale v tomhle pripadé to asi funguje jinak. vyjasnit
(a,b) stromy jsou uklizené, kdyz maji vrcholy pocet synu nékde uprostied mezi a a b. Tehdy pouziju z jako

. . . , . . zustatek misto b
nenastane v brzké dobé vyvazovaci operace. V tomto smyslu definujme: jako balance,

protoze
z(v) = min(p, — a,b — py,c) v je vnitini vrchol ruzny od kofene (8.6) SOU;{S;‘?S; s
vyvazovanim
z(kofen) = min(p, — 2,b — py, ¢) (8.7) stromu je zde

spis matouci

Pro strom T definujme

veT
v mé vysku h

Plati
2(T) = Z zn(t)
h

Podobné jako u ¢ervenocernych stromu definujme parcidlni (a, b)-strom:

Definice 8.5.1. (T,v) je parcidlni (a,b)-strom, kdyz v je vnitin{ vrchol T ruzny od kofene a kromé
v jsou splnény podminky pro (a,b)-strom aa—1 < p, < b+ 1.
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Z definice zustatku vyplyvaji tyto vlastnosti:

pp=a—1nebob+1 = z(v)=-1 (8.8)
py =anebob = z(v)=0 (8.9)
pp=2a—1 = z(v)=c (8.10)
b+1 b+1
Pu = {;J A py = [;—‘ = z(u) + z(v) >2c—1 (8.11)
lpu — pol <1 = z(u) > 2z(v) — 1 (8.12)

8.5.1 Pridani/ubrani listu

Mgjme (a,b)-strom T a priddme nebo ubereme list, jehoZz otec je v. Pak vznikne parcidlni (a,b)-
strom (7", v) a plati:

2, (T = 2,(T) h>1 (8.14)
2(T") > 2(T) — 1 (8.15)

8.5.2 Stépeni

Mgjme parcidlni (a, b)-strom (T, v), kde v je ve vysce h. Necht T" vznikl §tépenim v. Pak (T', otec v
je parcidlni (a,b)-strom a plati:

20(T") > 2¢ + 2,(T) z[B8 aB1] (8.16)
2h1(T") > 2p41(T) — 1 (8.17)
2i(T") = 2z(T) i#hh+1 (8.18)
2(T") > 2(T) +2c—1 (8.19)

8.5.3 Spojeni

Mgjme parcidlni (a, b)-strom (7, v), kde p, = a — 1 a v je ve vysce h, y je bezprostiedni bratr v.
Necht p, = a a T vznikl spojenim v a y. Pak (1", otec v je parcidlni (a,b)-strom a plati:

(T > c+1+2,(T) zB8 BIaBI0 (8.20)
Zha1(T") > 2yt (T) — 1 (8.21)
zi(T") = 2(T) i#hh+1 (8.22)
2(T") > 2(T) + ¢ (8.23)

8.5.4 Prfesun

Méjme parcidlni (a, b)-strom (T,v), kde p, = a — 1 a v je ve vysce h, y je bezprostiedni bratr v.
Necht p, > a a T' vznikl presunem syna od y k v. Pak T" je (a,b)-strom a plati:

(1) z 2n(T)  zBZBIaBIY (8.24)

(T) i#h (8.25)
2(T") > 2(T) (8.26)
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Necht po skonéeni posloupnosti operaci mame (a, b)-strom Tj. Secteme piedchozi vysledky:

2(Ty) > (2¢—1)ST +cSP —n (8.27)
21(Tg) > 2¢STy 4+ (¢ +1)SPy —n (8.28)
Zh(Tk) 2 QCSTh + (C + ].)S.Ph - STh,1 - SPh,1 h>1 (829)

Vadi nam, ze jsou ve vyrazu i spojeni a Stépeni z jiné hladiny.
c>1 = 2c>c+1.

z2n(T) > (c+ 1)(STh + SPy) — STh—1 — SPh_1

n(Tk) n STh_1+ SPy_1 < 2n(Tk)  z2h—1(Tk) = STh—2+ SPh_o

z
STy, + SP, < 8.30
oS c+1 c+1 T c+1 (c+1)2 (c+1)2 (8:30)
h—1
Z 2h—i(Tk) STy + SPy . . .y h—i
: (i—o (c+ 1)i+l> " (c+1)h Jj = h—1i, rozsitime (c+1) (8.31)

h j
_ (Z Gty | n (8.32)

(c+1)h+t (c+ 1)k
Necht T je (a,b)-strom s m listy. Chceme shora odhadnout z(T).

L, .., S pravé a + j syn kdyzj€{0..c—1
m; = pocet vnitinich vrcholi riznych od kofene P ) / .y Y yV j { }
s alespont a + j syny kdyz j =c¢

(8.33)
Kdyz v je vnitin{ vrchol ruzny od kofene s pravé a + j syny, j € {0 .. ¢ — 1}, pak z(v) < j.
Kdyz v je vnitin{ vrchol rizny od kofene s alespon a + ¢ syny, pak z(v) < c.
Tedy

AT)<c+ ) jmj=x (8.34)
§=0

Spocitame hrany v T': nalevo jsou hrany vychézejici z kofene a vnitinich vrcholu, napravo jsou
hrany pfichézejici do vnitinich vrcholu a listu.

2+ Z(a + j)m; < pocet hran = Z m; | +m (8.35)
=0 =0
Tedy m —2> 337 o(a+j—1)m;.

(& . c

j . c .
* c+j§zoa+j7 1(a+J ym; < c+]§:o a+c*1(a+j ym; < c+

Cc

— (m—2) (836)

Spojenim tohoto vysledku s dostaneme (8.3
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K dukazu [8.4] vyuzijeme [8.32

Ave j kdyzje{0..c—1
my,; = poCet vnitinich vrchola ve vysce h 5 prave fLJr J s.yny y% ] €t c=1} (8.37)
7 s alespon @ + j syny kdyz j=-c
an(T) <) gmn (8.38)
j=0
thyj = pocet vrcholu ve vysce h > Z(a + j)Mpt1, (8.39)
Jj=0 j=0
ijh,j < Zmifl,j - azmi,j (8.40)
j=0 j=0 j=0
h ok [
Z zi(Tk)(c+ 1) < Z(c+ 1) ijz}j (8.41)
i=1 i=1 j=0

v C
oznacme s; = Y oMy

h
@ Z(c +1)" (51 — as;) (8.42)

=1

h
= (c+1)so — (c+ Drasy + Z(c + 1) (sil S si1> (8.43)

= c+1
<(c+1)m protoze alzlasozm (8.44)
c
STy +SP+h< Ty Mo 2N
" S e+ )P T (e )P T (et )b
2n

P, <SP,_1 —SP, <SP_1+58T)—1 £ —————
h S Olh-1 h S o1+ h1_(0+1)h_1

Tim dostavame

2n(c+ 2)
STp+ SPy+ P, < ——+~
Oy + Ph < CEED

8.6 Propojené (a,b) stromy s prstem

Variantou (a, b) stromu jsou (a,b) stromy, které maji propojené jednotlivé hladiny a déle obsahuji
ukazatel na jeden z listu. Témto stromum se také nékdy ¥{kd jenom stromy s prstem (predpokladd
se, Ze jsou propojené) nebo hladinové propojené. V anglické literature se vyskytuji pod pojmem
finger trees.

Struktura vnitiniho vrcholu v obsahuje nésledujici polozky:

e p(v) = pocet synu v

e Syn[l..p(v)] je pole ukazateli na syny vrcholu v
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e Hod[l..p(v)] je pole hodnot, plati
e Hod(i — 1) < prvky reprezentované v podstromu i-tého syna < Hod(%)
e otec(v) = ukazatel na otce vrcholu v

Piedchudce(v) } ukazatele na bezprostf. predchudce (ndslednika) v na hladiné vrcholu v
Néslednik(v) (v lexikogr. uspordddni)
h - hodnota, ktera lezi mezi nejvétsim prvkem podstromu v a nejmensim prvek podstromu

naslednika.
Piiklad (a,b)-stromu s prstem je vidét na obr.

Obrézek 8.5: (a,b)-strom s prstem pii proveden{ operace MEMBER(6)

8.6.1 Algoritmus MEMBER

Viz algoritmus [8.11 XXX alg.
MEMBER je
velmi podivny,

8.6.2 Algoritmus FINGER prepracovat

FINGER(x)

nastavi hodnotu na list, ktery reprezentuje prvek nejblizsi k x.

Pouziti:

kdyz lze operace prirozenym zpusobem rozdélit do segmentt a operace v 7 segmentu maji operace
blizko sebe

e vyhleddn{ x vyzaduje ¢as O(1 + log(l))

e nastavim prst na néjakou vhodnou hodnotu
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Algoritmus 8.11 MEMBER (a,b) stromy s prstem

MEMBER(x)
1) Nechf y je hodnota, na kterou ukazuje Prst.
if z < y then
pokracuju 2)
else
3)
end if
2) v « otec(y)
dokud z < h(Ptedchudce(Predchidce(v))
jdu na otce(Ptedchudce(v))
v opa¢ném piipadé
kdyz x < h(Ptredchudce(v)) pak
v « Predchudce(v)
a pokracuji normalnim vyhledavanim
3) symetrické ke 2)

Véta 8.6.1. Necht T je propojovany (a,b) strom s prstem a necht P je posloupnost prikazi MEM-
BER, INSERT, DELETE, FINGER, kterou provedeme na T. Pak P wvyZaduje c¢as O(log(n) +
éas na vyhleddni) kde n je velikost mnoZiny reprezentované stromem T. (b > 2a)
8.6.3 Amortizovana slozitost
Vezmeme posloupnost n operaci, spoc¢itdme maximalni ¢as, ktery vyzaduji a ten vydélime n. Limita
takto ziskanych ¢isel pro n — oo je amortizovana slozitost.
Bankovni paradigma
Pouzijeme nasledujici znaceni pro piechodu mezi stavy (situacemi): D % D’

e D - vstupni situace

e 0 - operace

e D' - vystupni operace

Amortizovand slozitost operace o je Cas(O) + bal(D’) — bal(D), kde bal() je ohodnoceni kon-
figurace.

o o
D0—1>D1—2>D2—>—>Dn

Zéas(Oi) +bal(Dy) — bal(Do) = Y " a(0;) < _i(0;)

Obvykle plati, ze bal > 0 nebo bal < 0.
Kdyz bal > 0, pak:

D cas(0;) <Y a(0;) + bal(Do) < i(0;) + bal(Dy)
Kdyz bal <0, pak

> cas(0;) <Y a(0;) = bal(Dy) <> i(0;) — bal(Do)
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Za¢indme na prazdném (a,b) stromé — bal = 0.
XXX nechybi tady neco ?

97



Kapitola 9

Samoopravujici se struktury

Upravujici algoritmy pracuji na seznamech, mohou premistit prvek, ktery je argumentem operace.
(pokud ztistava v seznamu) Cas na vyhledéni - to je pozice hledaného prvku. Pokud nenf v seznamu,
je to délka seznamu + 1.

Pokud byl prvek na i-tém misté a pfesune se na j-té, tak je-li
j <, provedou i — j volnych vymén
j > 1, provedou j — i placenych vymén

Volné vymeény se nezapocitavaji do slozitosti. Pokud x nenf v seznamu pii operaci INSERT (x),
tak predpokladejme, ze je na 1. pozici po ukonéeni seznamu.

9.1 Seznamy

XX operace nad obycejne seznamy jsou velmi jednoduche. VSechny musi linedrné projit cely seznam
nez provedou danou operaci.

MEMBER INSERT DELETE

9.1.1 Algoritmus MFR (Move Front Rule)
Pravidlo MFR: Pii operaci MEMBER(x) je « v seznamu nebo pii operaci INSERT(z) bude z

po skonéeni operace na 1. misté seznamu.

Véta 9.1.1. Méjme posloupnost P operaci MEMBER, INSERT a DELETE a méjme dva prosté
seznamy S1, S2 mnozZiny S.
Pak pro kazdy upravugici algoritmus A plati:
Kdyz MFR provede P na seznam S1 a A provede P na seznam S2, tak plati:
Oznacime:

e s = cas na vyhleddni A
e p = pocet placengch vijmén A
e f = pocet volnijch vymen A

s+p—f—|P] kdyz S1 = S2

Pak ¢as MFR < 19| 5
s+p—f—|P|+('5) kdyz S1+#S2

98
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Definice 9.1.1. Necht S1, S2 jsou dva prosté seznamy mnoziny S, pak bal(S1,52) je pocet
neuspoiadanych dvojic {x,y}, © # y, x,y € S takovych ze z je pied y v S1 a y je pred z v S2.

Poznamka 9.1.1. Plati

e bal(S1,52) =0 < S1 =52 (prvky jsou ve stejném poradi < seznamy jsou stejné)

e bal(S1,52) < (“gl) (vSechny dvojice jsou piehdzené)

tento dukaz je

Diikaz véty[9.1.1, Pres amortizovanou slozitost A. nejaky podivny
Predpokladejme, ze A i MFR maji provést operaci O.

A ... provadi na seznam Sy, vysledek bude S’

MFR .. provadi O na seznam Sypg, vysledek bude S}, pp

amortizovana slozitost operace O bude:

= ¢as MFR pro operaci O + bal(S’y, Sy pr) — bal(Sa, Syrr)

Balance bal je definovana vzhledem k algoritmu A.
Ukazeme, ze amortizovana slozitost O pro MFR

< 2 % ¢as na vyhleddni A + pocet placenych vymén A — pocet volnych vymén A — 1
SA vyhl_et)iéml’ S;; vyrr_f?ny S;l
SmMER — Shipr — Shirr

kde po operaci

DELETE(x) | 8% =5

MEMBER(x) | St = Sa

INSERT(x) x je v seznamu , Sy = Sy

x neni v seznamu, S’ vznikne z S’; pfidanim x za posledni prvek seznamu

Podstatné je, ze seznamy jsou nad stejnou mnozinou.
Amort. slozitost prvni ¢asti < 2 * ¢as na vyhledani pro A — 1
Amort. slozitost druhé ¢asti = pocet placenych vymén A — pocet volnych vymén A

(i) Pfedpoklidejme, Ze x neni v seznamu a délka seznami je n. Cas MFR je n + 1 , Gas na
vyhledani pro algoritmus je n + 1 operace MEMBER (x) a DELETE(x) S = S},rpr a tedy
amort. sloz. MFR = ¢as operace =n+1<2(n+1)—1
n + 1 je ¢as na vyhledani pro A — 1
S’y vznikne z S priddnim z za posl. prvek Sy
Sy rr venikne z Syrpgr piiddnim « na zac. seznamu tedy

bal(S%, Siirr) — bal(Sa, Svrr) =n
Amort. sloz. operace MFR =n+1+n=2n+1=2(n+1) — 1 = 2% Cas na vyhleddn{ A — 1

(ii) « je v seznamu. Predpoklddejme, Ze x je na i-tém misté v seznamu Sy na j-tém misté v
seznamu Sysypr Cas operace pro MFR je j, ¢as na vyhledani pro A je i. Ozna¢me k pocet y
v seznamu takovych, ze y je v .S4 za x, v Sy pgr pred x.

Pak i+k > j (i+k >i—k+j) amort. sloz. pro MFR = j+bal(S’, Sy pr) —bal(Sa, Svrr)



Id: samoop.tex,v 1.14 2005/05/07 21:29:06 techie Exp 100

— DELETE(x)
bal(S, Shyrr) —bal(Sa, Smrr) < —k
amort. sloz. < j —k < 2i —1 =2« ¢as na vyhledani A - 1
— MEMBER(x), INSERT(x)
bal(S', Shyrr) —bal(Sa, Smrr) < —k +i— 1 (néjaké dvojice mohly pribyt)
amort. sloz. operace MFR < j—k+i—1 <i+i—1=2i—1 = 2x¢as na vyhleddni A —1

Amort. slozitost

1. faze operace < 2 x ¢as na vyhleddni A — 1
2. faze operace = pocet placenych vymén A — pocet volnych vymén A

Pii placené vymeéné si v seznamu S’; vymeéni z misto z za x, tedy dvojice {x,z} pfibude pfi
pocitani bal (S, Siypr) — bal(Sy, Svirr)
(v Smrr je x prvni)
Pfi volné vymeéneé se v seznamu S’y vymeéni x misto s prvkem u pied x, tedy dvojice {z,u} se
vynechd pii pocitani bal. Amort. sloz. MFR < 2x¢as na vyhleddni{ A+pocet placenych vymén A —
pocet volnych vymén A — 1
Tedy plati:
¢as posloupnosti P pro MFR < odhad amort. slozitosti+bal(S7, S2) = 2*«¢as na vyhleddni v P algoritmem A+
pocet placenych vymén A pii P — pocet volnych vymén A pii P — |P| + bal(S, S2) |P| ... za kazdou

operaci je -1

e kdyz S1 = Sy pak bal(S1,S2) =0 a plati a)

o kdyz Sy # S pak bal(S1, S2) < (151) a plati b)

temporary
solution by
T.Matousek

Ocekavana slozitost MFR

Dikaz. Eypr =Y. Lip; kde l; je ocekdvand vzdalenost x; od zacdtku seznamu a p; je pravdépodobnost,
ze se budeme ptat na x;.

n

Li=1+E( Yy)

j=1

Jednicka je tam za prvek z;, kde Yj; je ndhodnd proménnd s alternativnhim rozdélenim s
pravdépodobnosti p;; a fika, jestli je prvek x; pred x;.
Pramér souctu je souCet pruméru, takze plati:

zi:1+zn:Enj

Jj=1

Daéle vime, ze EY;; = p;;, nebo-li
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Zbyva tedy spocitat p;; :

= p("z; bude pied ;")
= p("posledni MEMBER, ktery byl na z; nebo z;,byl na z,”)
= p("posledn{ zavoldni MEMBER bylo na x;”|”posledni zavolani MEMBER bylo na z; nebo z;”)
= p("zavolani MEMBER na z,”|”zavolani MEMBER na z; nebo ;")
Di +pj
(9.1)
* - kazdé voldni
. . . MEMBER na
Kdyz to ddme dohromady: dang preck jo
stejne
n D; n pravdépodobné
Evrr = Zlipi = Z[l + Z —I—Ipi=1+ Z PiP;Pi + Pj
=1 Pt P =1
O

Poznamka 9.1.2. S timto jsme se setkali pti EISCH.
Je to duvod, pro¢ je EISCH lepsi nez LISCH, VICH lepsi nez LICH.

9.1.2 Algoritmus TR (Transposition Rule)

Kdyz je x pii operaci MEMBER(z) a INSERT(z) na i-tém misté, tak ho dé pfisl. operace na
(i — 1)-ni misto.

Pokud pfi INSERT(z) nenf x v seznamu, INSERT umist{ 2 na pfedposledni misto.

Pozndmka 9.1.3. Lze najit posloupnost pitkazu P lib. délky, ze MFR vyzaduje ¢as (|P]) a TR
vyzaduje ¢as (|P|?). Na druhou stranu oéekdvany ¢as TR < o¢ekdvany ¢as MFR.

Chceme spocitat ocekdvany c¢as MFR pro posloupnosti P aplikované na seznam S, kde P

obsahuje jen operace MEMBER(z) pro « € S.

Piedpoklddejme, ze S = 1,2,...,n a #; = pravdépodobnost operace MEMBER(x) pro = € S.

S ={1,2,3} ... stavy Markovova fetézce jsou viechny permutace S pravdépodobnost pfechodu je
pst. operace prevadéjici jeden stav do druhého.

Tyto Markovovy fetézce jsou nerozlozitelné a aperiodické a to znamend, ze existuji asymp-

tot. pravdépodobnosti, tj. pro seznam II je ddna pravdépodobnost kp, Ze po provedeni ndhodné
posloupnosti P s danym rozlozenim operaci skon¢ime u seznamu II.

Pak ocekdvany cas je Y k., B:I1(¢), I1(7) je pozice i v seznamu II.
p1 =y £rll(é) ... ocekdvana pozice prvku i
0(j,1) = asmyptot. pst., ze prvek j je pred 4, pak plati

8(j,1) = > _{rm, 1T seznam, TI(j) < TI(i)}
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Obrézek 9.1: Prechody mezi stavy

pak

- Z/@HH(Z')
11

= kn(l+[5,10(j) < TI(0)]
11

=14 j,I{kn, 1(j) < (i)}
=1 + Zé(],l)(l)

Zkusime 6(j,4) spoc¢itat jinym zpusobem:
Idea: jak se muze stét, ze ve vysledném seznamu je j pied ¢ 7 V posloupnosti P existovala operace
MEMBER(x) a po ni se uz nevyskytovala operace MEMBER (i) ani MEMBER(j).

Jaka je pravdépodobnost tohoto jevu ?

oo

. _ C_ B\E — . 1 _ ﬂj @ ﬂ]
@;u @ =8 = By - maEm - LT Zﬂﬁ@ (9.3)
j#i
Ocekavany cas operace je 5 jake operace ?
3. XXX
Zﬂipi :Zﬂﬂ—jﬂj
7 7,
JFi

Predpokladejme, ze 61 > B2 > ... > B
pak nejrychlejsi algoritmus na seznam x; — x5 — ... — x,, je klasicky algoritmus bez pfemistovani
prvku. Klasicky algoritmus je takovy algoritmus, ktery pfedem vi, jaké jsou pravdépodobnosti
pristupu k jednotlivym prvkim a mé pfedem seznam srovnany sestupné podle téchto pravdépodobnosti.
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Ocekavany cas tohoto algoritmu je

. B;Bi

i=1 i,j=1
<1+) 28=1+Y 2(i—1)p;
2 =1 (9.4)

=1+2-> ifi-2)> B
:25)@-4
=1

Plati
Bj <1
Bj + B

9.2 Splay stromy

Splay strom (splay tree, rozvinuty strom) pati{ do kategorie adaptabilnich datovych struktur
urcenych k vyhleddvani. M4 zdkladni vlastnosti binarnich vyhledavacich stromu - obsahuje ohod-
nocené prvky. Kazdému reprezentovanému prvku s € S, kde S C U, (U je universum) je piifazena
véha.

V prubéhu operaci nad touto strukturou se vSak méni jeji uspoirdddni ve prospéch celkového
snizeni ¢asové slozitosti.

9.2.1 Operace SPLAY

Zakladn{ operaci je pro praci s témito stromy je SPLAY (z) - rozsifeni, ktera zjisti, zda x je reprezen-
tovan v dané mnoziné. Pokud x lezi v mnoziné, algoritmus ho pfemisti do kotene.

KdyZ = nelezi v mnoziné, pak algoritmus pfemisti do kofene bud nejmensi prvek vétsi nez z
nebo nejvétsi prvek mensi nez x (ktery lez{ v reprez. mnozing)

Tento mechanismus se za¢ind od stanoveného uzlu, a postupnymi rotacemi zpusobuje, Ze
stanoveny uzel se stane kofenem stromu, pii zachovani vyhledavacich relaci. Celkovym vysledkem
je skutecnost, ze casto pouzivané polozky se hromadi v blizkosti kofene. Na rozdil od BVS,
jehoz nejhorsi pifpad pro degenerovany (linedrn{) strom m4 slozitost O(N) a je slozitost splay
stromu pro ”k” ruznych po sobé jdoucich operaci O(k * log(N)). Tato slozitost neni stanovena
tradi¢nim pristupem "nejhorsi piipad”, ktery hleda nejnevyhodnéjsi situaci izolované operace, ale
metodou ”amortizované analyzy” (amortized analysis), kterd hodnoti celou sekvenci ruznych op-
eraci. Nekteré z nich jsou delsi, nékteré kratsi nez log(INV), ale v prameéru vychézi slozitost O(In(N)).

Splay stromy predstavuji jeden z piikladi adaptabilnich datovych struktur, jejichz vnitini
uspordadani se méni vlivem jako vedlejsi jev operaci nad témoto strukturami. Maji dobrou ten-
denci vyvazovat stromovou strukturu a svou vlastnosti priblizovat ¢asto vyhleddavané klice kofeni
se podobaji adaptibiln{ linearn{ struktufe pro sekvenéni vyhleddvani, v niz se kazdy vyhledany uzel
vymeéni se svym levym piedchudcem. I ve stromové podobé si algoritmus zachovavé jednoduchost
a pruhlednost.
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9.2.2 Podporované operace

MEMBER(z,T), INSERT(2,T), DELETE(z,T), JOIN2(T},T3), JOIN3(x, Ty, T) (nebo asi taky
JOIN3(Ty, z, Ty)), SPLIT(z), CHANGEWEIGHT (z, A).

o JOIN2(T,T5)
Predpokladad, ze V prvky reprezentované T7 < V prvky reprezentované Ts, tj. mazT; < minTs.

Vysledny strom reprezentuje 17 U T5.

e JOIN3(T1, z, 1)
Predpokladd, ze V prvky reprezentované T < x < V prvky reprezentované Ts, tj. maxT; <
r < minds.

Vysledny strom reprezentuje 77 U T U x.

e SPLIT(z,T)
Vysledek: strom 77 : V prvky € T} < x
strom T5: V prvky € To > x
+ informace, zda x lezel v reprezentované mnoziné

e CHANGEWEIGHT(z, A)
Zjisti, zda x lezi ve stromé a pokud ano, pak k jeho vaze pricte A.

9.2.3 Algoritmus MEMBER

Mechanismus vyhledani (splay search), pracuje stejné jako u BVS, ale po vyhledédni se aplikuje na
vyhledany uzel mechanismus Splay, jehoz vysledkem je pfesunuti uzlu na misto kofene.

Viz algoritmus

Algoritmus 9.1 MEMBER pro Splay stromy
SPLAY(x, S)
if x je reprezentovan v koteni then
"z jev S”
else
7x neni v 57

end if

9.2.4 Algoritmus JOIN2
Viz algoritmus

Algoritmus 9.2 JOIN2(T},T5)
SPLAY (00, T1) // XXX (nejvétsi 7) nejmensi prvek
koren T, bude pravy syn korene Tj

Operaci SPLAY se z T stane strom, kde pravy syn kotfene bude list. Misto toho listu navésime
strom 75.
Pak budou v levém podstromu kotfene tohoto nového stromu vSechny prvky mensi nez hodnota v
kotfenu a v pravém vSechny vétsi, coz chceme.
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A

Obrazek 9.2: JOIN2 pro splay stromy

9.2.5 Algoritmus JOIN3
Viz algoritmus [9.3]

Algoritmus 9.3 JOIN3(T1, x, T3)
vytvotrime vrchol ¢ reprezentujici x
koten T} je levy syn t
koten T5 je pravy syn t

Vytvoirime novy vrchol reprezentujici x a jeho synové budou 77 — levy, To — pravy.

A DA N

Obrézek 9.3: JOIN3 pro splay stromy

9.2.6 Algoritmus SPLIT
Viz algoritmus |9.4]

9.2.7 Algoritmus DELETE

vvvvvv

nismem splay pfesune na pozici kotfene. ZruSenim kofene ziskame 2 podstromy. Mechanismus splay
se déle aplikuje na bezprostiedniho pfedchudce a neni-li tak naslednika zruseného uzlu (ve smyslu
relace uspofadani - v pruchodu inorder). Tim se tento uzel dostane do pozice kofene levého pod-
stromu. Podle pravidel vyhleddavaciho stromu musi byt vSechny uzly levého podstromu mensi nez

zde chybi
obrazek, ale
celkem neni pro
pochopeni
potieba :)
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Algoritmus 9.4 SPLIT(z,T)

SPLAY (z)
y = prvek reprezentovany kofenem
T1 = podstrom levého syna kotene
Ty = podstrom pravého syna kofene
if y = x then

vystup T1, Ts

xeT
else if y < = then

vystup T\ To, Ts
else

vystup 11,7\ T1
end if
x&T

jeho koren a v8echny uzly pravého podstromu vétsi. Proto musi mit levy podstrom kofen vpravo
volny a na toto misto se pfipoji pravy podstrom. Tento postup méa symetrickou - levou versi.
Operace ”Splay Delete”, rusici uzel D XXX je uvedena na obr.2.2. XXX

Viz algoritmus [9.5

Algoritmus 9.5 DELETE(x)

SPLAY (x)

if kofen reprezentuje x then
T je podstrom levého syna kofene T
T, je podstrom pravého syna korene T
T « JOIN2(Ty, T5)

end if

jiny zapis:
T, Ty «— SPLIT (z,T)
T — JOINQ(Tl,ZL',TQ)

9.2.8 Algoritmus INSERT

Mechanismus vkladéani (splay insert) vlozi uzel jako list stejnym zpusobem jako BVS, ale potom
se aplikuje na vlozeny uzel mechanismus ”splay”, ktery opét posune vlozeny uzel na pozici kofene.
Operace ”Splay insert” uzlu s klicem C XXX je uvedena na obr.
Viz algoritmus
jiny zapis:
T, Ty — SPLIT (z,T)
T — JOIN?)(Tl,ZL',TQ)

9.2.9 Algoritmus CHANGEWEIGHT

Viz algoritmus
Piedpoklddejme, ze w(z) je vdha prvku a je to kladné celé éislo.
tw(zx) - totdlni vdha z, je to soucet vah vsech prvku v podstromé uréeném z.
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Obrézek 9.4: INSERT(x) pro splay stromy

Algoritmus 9.6 INSERT (x)

SPLAY (x)
if kofen nereprezentuje x then
if kofen stromu reprez. prvek < x then
T, je podstrom pravého syna kofene

Tn=T-1T,
else
T1 je podstrom levého syna kofene
To,=T-T
end if
JOIN3(T1, X, T2)
end if

Algoritmus 9.7 CHANGEWEIGHT (x, A)

SPLAY (x)

if x je reprezentovan v kofeni then
k véze x pricti A

end if

Piiklad 9.2.1. tw(a) = w(a) + w(b) + w(c)

r(x) je rank(x)
r(z) = [logtw(z))

chybi obrazek,
tady je to
nejake zmatene
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bal(kon figurace) =Y {r(z) : © € konfigurace}
Pro strom T je tw(z) = tw(kofen T')
r(T) = r(koten T)

Lemma 9.2.1. Nech? T je bindrni vyhleddvact strom, t je vnitind vrchol a u,v jsou synové t. Pak
r(t) > min{r(u),r(v)}(rlist) = —oc0).

Dukaz. Predpoklddejme, ze tw(u) < tw(v)

r(t) = |logtw(t)] > |log 2tw(u)]| =1+ [logtw(u)| =1+ r(u)

9.2.10 Algoritmus SPLAY

Volan{ algoritmu SPLAY se vétsinou zapisuje jako SPLAY(z), kde explitictné neuvddime strom,
na kterém je operace provadéna - to vétsinou vyplyne z kontextu. Tam, kde je nutné uvést, na
kterém stromeé se operace SPLAY provadi (napf. v implementaci operace JOIN2, piSeme volan{
jako SPLAY (z,T).

Viz algoritmus

Algoritmus 9.8 SPLAY (x)

SPLAY (x)
t < kofen
while ¢ neni list a t nereprezentuje x do
if z <t then
t «— levy syn t
else
t <« pravy syn t
end if
end while
if ¢ je list then
t — otec(t)
end if
while ¢ neni kofen do
if otec(t) je kofen then
rotace(t, otec(t))
else
if otec(t) it jsou oba levi (pravi) synové then
rotace(otec(t), déd(t))
rotace(t, otec(t))
else
dvojitéd rotace(t, otec(t), ded(t))
end if
end if
end while

V algoritmu SPLAY (algoritmus se pouzivd jednoduché (obr. |9.5) a dvojité (obr.
rotace. Vrchol ¢ se po skonceni operace SPLAY (x) dostane do kofene. Toho dosdhneme tak, ze v
prvnim cyklu najdeme vrchol ¢ reprezentujici prvek x, v druhém cyklu pfesouvame vrchol ¢ do
kotene.
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déd(t)

Obrazek 9.5: Dvakrat jednoduchd rotace pro SPLAY ()

ded(t)
otec(t)

Obrézek 9.6: Dvojrotace pro SPLAY ()

9.2.11 Amortizovana slozitost SPLAY

Budeme predpoklddat, ze v(x) > 1 pro kazdé x.

Totéln{ vdha = w(x), coz je soucet vah vsech prvku v podstromu vrcholu reprezentujiciho .
Znacime r(z) = |logaw(x)] = rank vrcholu x
Pro strom 7"

w(T) = w(kofen(T"))r(T') = r(kofen(T"))

bal(konfigurace) = soucet ranki vSech vrcholu v mnozindch tvoficich konfigurace
N4s cil : Budeme chtit ukdzat, ze amortizovand slozitost operaci je O(log Efg)) ), kdyz T reprezen-
tuje S.

Cas operace SPLAY = pocet béhtt druhého cyklu, ktery vrchol ¢ transportuje do kofene.

Lemma 9.2.2. Pomocné lemma: Méjme vrchol w ve stromé T se syny y1 a yo a predpoklddejme,
Ze y1, y2 nejsou listy. KdyZ w reprezentuje a, y, reprezentuje b; pro i = 1,2, pak rank(a) >
man{r(by),r(b2)}

Diikaz. Situaci lze vidét na obrazku
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Obrézek 9.7: Pro dikaz pomocného lemmatu pro splay stromy
Ziejmé r(a) > r(by) a r(a) > r(bs), tedy r(b1) # r(b2) = r(a) > min{r(by),r(bs)}

r(a) = [logow(a)] = [(w(br) + w(bs))]
> [logy (2 — min{w(b1), w(ba)})
=1+ log, min{w(by), w(bs)}
=1+ min{w(by),w(bs)}

Véta 9.2.1. Amortizovand sloZitost operace SPLAY (x,T) < 3(r(T) —r(t)) + 1, kde t je vrchol,
ktery transportujeme do kotene. T je strom reprezentujict S. (kdyz x je prvek reprez. mnoZiny, pak
t reprezentuje x, jinak je to bud nejuétsi nebo nejmensi prvek mensi (vétsi) nez x)

Diikaz. Ozna¢me Ty puvodni strom, T; strom po i-tém béhu druhého cyklu v SPLAY a predpoklddejme,
ze druhy cyklus bézi k-krét. (tj. Ty je vysledny strom)

Amortizovand slozitost (SPLAY (z,17)) ”gas operace” =
k

= ¢as operace + bal(vysledna konfigurace) — bal(puvodni konfigurace)
=k + bal(Ty) — bal(Tp)

(9.6)
= k(1 + bal(T;) + bal(T;_1)

balance =

Oznaéme r; rank ve stromé T;, necht u; je otec t ve stromé T; a kdyz u; neni kofen T}, pak v; 2 rank v Ty

je otec u; v T;.

e a) u; je kofen:
chei odhadnout 1 4 bal(T;) — bal(T;—1) :

1+ bal(TZ) — bal(Ti_l)

=1+ Z ri(z) + Zri,l(z)

z reprezentovan v T
=1 + ri(uifl) + Ti(t) —Ti—1 — ’I"Z',l(t)
=147ri(ui—1) —ri—1(t) <1+ 3(ric1(uiz1) — rici(t))

Plat{ r;(t) = r;—1(u;—1), protoze stromy A,B,C na obr. jsou stejné.
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Obrazek 9.8: Pro dukaz amort. slozitosti operace SPLAY

Plati
ri(wi—1) < ri—1(ui—1)

ri1(Ui—1) > ri—1(t)
e b) u;—1 neni kofen:

1. w;—1 je jiny syn v T;_1 nez t

2. u;_1 je stejny syn v T;_1 jako t

e ad bl) :

L+ bal(Ty) = bal(Ti—y =Y 1i(2) = > _ric1(2)

=1+ri(t) = ri(ui-1) +ri(vi1) = rima(t) = ri(wi-1) = rio1(via)

=14 ri(uj—1) +7i(vi-1) — rim1(t) — ri—1(ui-1) o
< 2(ri—1(vim1) —ri—1(t))

< 3(ri—1(vim1) —1mi—1(t))

Prvn{ nerovnost v odvozeni plati, protoze 1+ r;(u;—1) + r3(vi—1) = 2r;-1(t) = 2r;—1(vi—1).

Amortizovand slozitost behem cyklu: < 3(r;(vi—1) — ri—1(t))

e ad b2) :
1+ bal(ﬂ) — bal(Ti_l) =..=1+ Ti(ui_ﬂ + ri(vi_l) —i—1 (t) — ri_l(ui_l) <
-«
Predpoklad: r;_1(t) < 7;(vi—1)
Pak plati:
<14+2(ri—1(vic1) — i1 (t) < 3(ri(vie1) — 1ima (1))
-

Pfedpoklad: Ti_l(t) = ’I“i(’Ui_1), Ti(t) > T'z'(U,'_l)
wo = 14 ri(uimr) + ri(vict) — mim1(t) — rica(wim1) < 2(2(rim1(vier) — rica(f)) <
3(ri(vi—1) —ri—1(t))



Id: samoop.tex,v 1.14 2005/05/07 21:29:06 techie Exp 112

-
Predpoklad: r;(t) = ri(vi—1) — ri—1(vi—1) = 1i—1(t)
Vim: r;_1(t) = v'(t) = ric1(vie1) = ' (ui—1) = ri(t) = ri(vi—1) = 1’ (vi—1) spor s
lemmatem [0.2.2] = pripad v nemuze nastat

Zaveér pro b) : Amortizovand slozitost béhem cyklu < 3(r;(vi—1) — 1i-1(¢))

Vidy platf r;(vi_1) = ri(t)

> k(1 + bal(T;) — bal(Ti—1))
=1

; Z E3(ri(vi—1) — 1i—1(t)) (9.9)

i=1

=1+ 3(7“]6,1(7)}6,1) — To(t)) =1+ 3(7“0(T) — ’I‘()(t))

9.2.12 Amortizovana slozitost ostatnich operaci

Definice 9.2.1. Amortizovana slozitost operace SPLAY (x,T) < 143(r(T)—r(t)), kde ¢ je prvek,
ktery se premisti do kofene.

Ozna¢me t_ prvek ve stromé T, ktery reprezentuje nejvétsi prvek < x.
Oznatme ty prvek ve stromé T, ktery reprezentuje nejmensi prvek > x.
Kdyz x je reprezentovano T, pak t_ — t, je prvek reprezentujici x.
Jednotlivé operace maji nasledujici amortizované slozitosti:

o SPLAY (2,T) = O(log ———)____

man{w(t_),w(is)}

MEMBER(x,T) = O(log sttt

min{w(t_),w(t+

SPLIT(z,T) = O(log ———2T)____)

min{w(t_),w(t1)}

CHANGEWEIGHT (z,A) = O(log w)

min{w(t—),w(ts)}

o JOIN3(Ty,z,Ty) = O(log W) twlla)v(x))

v(x)

Oznacme to, prvek v T, ktery reprezentuje nejvétsi prvek z T;. Pak amortizované slozitosti
pro zbyvajici operace jsou nésledujici:

L] JOIN2(T1,T2) = O(log M)

w(too)

e DELETE(z,T) = O(log wl) )

min{w(t_),w(t4+),w(t1}

Prvek t; je prvek Ti, ktery reprezentuje v T nejvétsi prvek < x.
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o INSERT(z,T) = O(log o)
Piiklad 9.2.2. Méjme mnozinu X = z1,...,&, a pravdépodobnosti pro vyskyt operace MEM-
BER(x). Necht U je optimalni bindrni vyhleddvaci strom. Necht T je binarn{ vyhleddvaci strom
reprezentujici X. P je posloupnost operaci MEMBER(x) vyhovujici danym pravdépodobnostem.

Chceme aplikovat P na strom 7', kde pro implementaci pouzijeme strategii SPLAY stromu.

Srovname cas, ktery tato strategie vyzaduje s ¢asem obvyklé implementace MEMBER pii
aplikaci P na U.

Definujeme v(z) = 39=%4*) kde d je hloubka stromu U a d(z) je hloubka prvku v U reprezen-
tujicitho prvek z.

Spocitame totalni vahu prvku x:

. . 2.
w(m) — Zd _ d<x)213d—d(;c)—z < Sd—d(:c) Zd _ d(x)(g)z < 3d—d(w)+1
i=0 1=0

Pak plati:

r(z) <d-d(z)+1

r(T) <d+ 1, (prvek v kofeni mé hloubku 0)
Amortizovand slozitost operace MEMBER (x)

<O0(d(z)=0(r(T)—r(x)=0(d+1—-d+d(xz)—1) = O(d(zx))
Cas posloupnosti P pouzité na strom 7" a implementované strategii SPLAY

= ( Z amortizovand slozitost operaci v P) + bal(T) = O(¢as P pro strom U + bal(T))

operace v P

bal(T) je balance stromu 7.

bal(T) = > r(z)= > d+1=0(")

zeX zeX

= O(¢as P pro strom U) + bal(T) = O(¢as P pro U + %)

tady bylo ve

Zaveér: pro dlouhé posloupnosti snad témér stejné jako opt. BVS. ‘ij‘“zi?;léw jako



Kapitola 10

Haldy

Definice 10.0.2. Haldy jsou stromové struktury, které spliuji

e lokalni podminku na uspotradani - prvek reprezentujici otce je mensi nez prvek reprezentovany
synem apod.

e strukturdlni podminku na stromy, ze kterych jsou vytvorené

Poznamka 10.0.1. Podle téchto podminek se haldy rozdéluji na Fibonacciho, Leftist, d-regularni
apod. (mohou se lisit jak lokdlni, tak strukturdlni podminkou)

10.1 d-regularni haldy

Definice 10.1.1. d-regularni halda, d celé ¢islo d > 2
Je to strom T takovy, ze existuje jednoznaénd korespondence mezi vrcholy stromu a prvky reprezen-
tované mnoziny a plati:

1. strom T splnuje strukturalni podminky:

e kazdy vrchol s vyjimkou nejvyse jednoho je bud list nebo ma d synt
e kazdy vrchol mé nejvyse d synu

e existuje ocislovani synu kazdého vrcholu tak, ze po oc¢islovéani pruchodem $itky plati:
kdyz vrchol nenf list, pak kazdy vrchol s mensim ¢islem mé& d synu.

2. podminku na lokalni uspotfadani:
kdyz x je prvek pfifazeny vrcholu ¢, pak otci(t) je pfifazen prvek < x pak po o¢islovani prichodem
do sifky plat{: kdyz vrchol ma ¢fslo 4, jeho synové maji ¢isla d(i — 1) +2,d(i — 1)+ 3,...,di+ 1 a
otec m4 &islo [51].

Priklad 10.1.1. Priklad 3-regularni haldy je na obrazku ?7.

Kdyz takto ocislované prvky dame do pole, pak plati: kdyz je vrchol na i-tém misté, ¢isla synu
jsou 3(i — 1) +2,3i,3i + 1 a otec je na (%1 misté v poli. to vyuzijeme pro implementaci polem -
usetfime misto.

vevs

mistech 2(i — 1) + 2 = 24,2(i — 1) + 3 = 2i + 1, otec je na [51] + 1 = [4]. = snadné poéitani
(bitovy posun)

114

XXX chybi obr.
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10.1.1 Algoritmus UP

Operace UP(x) srovnd haldu smérem nahoru.

Algoritmus 10.1 UP pro d-regularni haldy
A:
if prvek reprezentovany x je < prvek reprezentovany otcem(z) then
x a otce(x) vyménime
pokracujeme v A
end if

10.1.2 Algoritmus DOWN

Algoritmus 10.2 DOWN pro d-regularni haldy
A:
if prvek reprezentovany x > prvek reprezentovany nékterym synem x then
vyménime x a syna x, ktery reprezentuje nejmensi prvek,
pokraCujeme v A
end if

Pozndmka 10.1.2. Kdyz mé hlada hloubku &, pak UP(z) vyzaduje ¢as O(h), DOWN(z) ¢as
O(dh).

10.1.3 Operace na haldé
INSERT

Algoritmus 10.3 INSERT pro d-regularni haldy
pridame posledni list ¢ reprezentujici x
UP(¢)

MIN

Algoritmus 10.4 MIN pro d-regularni haldy
vrati prvek reprezentovany v kofeni

DELETEMIN

viz algoritmus [10.5

DECREASEKEY (z, A)

Provedeni této operace predpoklada, ze musime znat polohu vrcholu t reprezentujiciho x, toto
halda neumoziuje nalézt.

viz algoritmus
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Algoritmus 10.5 DELETEMIN pro d-regularni haldy
prvek reprezentovany poslednim listem dame do kotfene

odstranime posledni list
DOWN (koten)

Algoritmus 10.6 DECREASEKEY pro d-reguldrni haldy
zménime usporadani v bodé x
UP(z) mohl by byt mens{ nez jeho otec, proto provedeme UP

INCREASEKEY (z,A)

Musime znét polohu vrcholu ¢ reprezentujiciho x, toto halda neumoziiuje nalézt. viz algoritmus

Algoritmus 10.7 INCREASEKEY pro d-reguldarni haldy
zménime usporadani v bodé x

DOWN(z)

DELETE

Musime znat polohu vrcholu ¢ reprezentujiciho z, toto halda neumozinuje nalézt.
Vezmeme prvek y reprezentovany poslednim listem, odstranime posledni list, prvek ¢, ktery
reprezentoval & bude reprezentovat y.

Algoritmus 10.8 DELETE pro d-regularni haldy
if y <z then
UP(t) else DOWN(¢)
end if

10.1.4 Algoritmus MAKEHEAP

Déna prostd posloupnost x1, za, ..., . Chceme vytvorit d-reg. haldu reprezentujici mnozinu x1, xa, ..., .

Vezmeme ”d-reg. strom” T' s vrcholy ptritadime prvky z1, xs, ..., ;. Pro vSechny vrcholy, které ne-

jsou listy podle o¢islovani v pofadi od nejvétsiho k nejmensimu provedeme DOWN(%). chybf obrazek
Invariant: v okamziku, kdy provddim DOWN(¢), tak vrcholy, které reprezentujici véts{ prvky

spliiuji smérem dolt podminku

10.1.5 Slozitost operaci

V d-reg. haldé reprezentujici n-prvkovou mnozinu implementace operaci vyzaduje ¢asy dané tab-
ulkou:

Operace Slozitost
MIN O(1)
INSERT, DECREASEKEY O(logq(n))
DELETEMIN, INCREASEKEY, DELETE | O(d - logq(n))
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Mame vrchol v i-té hladiné a ”d-reg. strom” m4 hloubku h. Kolik ¢asu potfebuje DOWN(¢) ?
Je to O(d(h —1)).

Pocet vrcholu v i-té hladiné je di.
Cas MAKEHEAP je O(>i = 0h — 1d'd(h — 1)) = O(dS), kde

S=> i=0h—1d'(h—1i)
Budeme pocitat
dS—8=Y i=0nh—1d""(h—i)— ) i=0hn—1d'(h—i) =

dh—1
d—1

d"—h+Y i=0h—1d'(h—i—(h—i-1)=d"—h

d"—h  dl-1
=85 = 1-1 +d(d_ R

h = loga(n) = S ~ 0(%) (10.1)

10.1.6 Dijkstrav algoritmus
K ¢emu jsou d-reg. haldy dobré 7 napt. pro implementaci Dijkstrova algoritmu.
Vstup: orientovany graf (V, E), fce ¢ : E — R, vrchol z

Vystup: d(v),v eV
d(v) je délka nejkratsi cesty ze z do v

Algoritmus 10.9 Dijkstruv algoritmus pro d-regularni haldy
d(z) =0,d(v) =ccVv € Vv # 2,U = 2
while U # () do
vezmeme z U prvek u € U s nejmensi hodnotou d(u),
odstranime ho z U.
for Y(u,v) € E do
if d(v) > d(u) + ¢(u,v) then
d(v) = d(u) + ¢(u,v) , v pfiddme do U
end if
end for
end while

U reprezentujeme pomoci d-reg. haldy. Pak ¢as Dijkstrova algoritmu je

O(|V] - ¢as na INSERT + |V|- ¢as na DELETEMIN + |E| - ¢as na DESCREASEKEY)
Kdyz d = 2, pak to je O(|E|log2(|V]))
d = maz{g}, 2, vyjde cas O(|E|loga(|V]))

Kdyz Je , ze |E| > ¢|V|'T pro ngjaké c, pak ¢as je O(|E|). (graf je dostateéné husty)
|E| > ¢|V|log®|V| pro néjaké ¢, €, pak ¢as je O(|E|loglog|V]).
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10.1.7 Heapsort

Ttidici algoritmus Heapsort je dalsi aplikaci d-reguldrnich hald.
HEAPSORT - viz alg. [10.10

Vstup: prostd posloupnost prvka x1, xs, ..., Tn,

Vystup: usporadand psl. prvkua zq, xa, ..., T,

Algoritmus 10.10 Heapsort pro d-regularni haldy
MAKEHEAP (21, 29, ..., p)
i=1
while HEAP # () do
x1 = MIN(HEAP)
DELETEMIN(HEAP)
i=i+1
end while

Poznamka 10.1.3. Optimum pro d-reg. haldy je nékde mezi d =6 a d=7.

10.2 Leftist haldy

Definice 10.2.1. Méjme bindrni strom a pro kazdého syna mame urceno, zda je levy nebo pravy.
Pro vrchol v definujeme npl(v) jako délku nejkratsi cesty z v do vrcholu v podstromu v s nejvyse
jednim synem.

Binarni strom je LEFTIST, kdyz

a) kdyz vrchol v mé jednoho syna, pak je to levy syn
b) kdyz vrchol v ma dva syny, pak npl(levého syna) > npl(pravého syna)

Definice 10.2.2. Cesta x1, x3, ..., T,, s nazyva prava, kdyz x; je pravy syn x;_; proi =2,3,....n
a T, nema pravého syna.

Vlastnosti:
1. kazdy podstrom leftist stromu je leftist
2. délka pravé cesty z V vrcholu v je < log(pocet vrcholu v podstromu vrcholu v)

Definice 10.2.3. Letist halda reprezentujici mnozinu S je leftist strom 7" s n vrcholy takovy, ze
existuje jednoznacné korespondence mez prvky S a vrcholy T takova, ze V prvek pfitazeny vrcholu
v > prvek prifazeny otci v.

10.2.1 MERGE

Operace MERGE s argumenty 717, 75 predpokladé, ze T1, T reprezentuji disjunktni mnoziny St, Ss.
Vysledkem této operace je halda reprezentujici Sy U Ss.
Formdalni zapis viz algoritmus [10.11

Pozndmka 10.2.1. Casové slozitost operace MERGE v leftist haldach je O(log(n; + nz)), kde
ni,ns jsou velikosti reprezentovanych mnozin.
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Algoritmus 10.11 MERGE pro leftist haldy

MERGE(TY, T3)

if 77 = 0 then
MERGE(T:, Tz) — T» konec

end if

if T, = 0 then
MERGE(Tl, TQ) — T1 konec

end if

if koten Ty reprezentuje prvek < prvek repr. kofenem 77 then
vymeénime T a T5

end if

pravy syn kofene Ty — MERGE(T5, podstrom pravého syna kofene T;)

if npl(levého syna kofene T7) < npl(pravého syna kotene 77) then
prohodim syny kofene T}

end if

npl(kofene T7) = npl(pravého syna kotene T7) + 1

B/IEH{C;E(T&7 TQ) — Tl

10.2.2 INSERT
viz algoritmus

Algoritmus 10.12 INSERT pro leftist haldy

INSERT(x)

vytvorime novou haldu T reprezentujici pouze prvek x
T — MERGE(T}, T»)

DELETEMIN

Ty <+ podstrom levého syna kofene T

Ty «— podstrom pravého syna koiene T
T — MERGE(Ty, T5)

Véta 10.2.1. Operace MIN v leftist halddich vyZaduje cas O(1), operace MERGE, INSERT, a
DELETEMIN wvyzZadugi ¢as O(logn), kde n je pocet prvki ve vysledné haldé.

Poznamka 10.2.2. Podivame se jak vypada vysledny strom a podivame se na vrcholy, se kterymi
jsme néco museli provadét - tyto vrcholy lezi na pravé cesté, tj. je jich omezeny pocet.

10.2.3 DECREASEKEY

viz algoritmus [10.13

Poznamka 10.2.3. npl, které jsem musel piepisovat, je vzdycky pravy syn.

Véta 10.2.2. Operace DECREASEKEY, INCREASEKEY o DELETE vyzadugi v leftist halddch
éas O(logn). (n je pocet prvki vysledné reprez. mnoZiny)

XXX obr.
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Algoritmus 10.13 DECREASEKEY pro leftist haldy

DECREASEKEY (x)
odtrhneme podstrom T3 vrcholu z, y — otec(x)
Th=T-T)
zmensime ohodnoceni kofene stromu 7T}
if y ma jen pravého syna then
zménime tohoto syna na levého, npl(y) = 0
end if
y — otec(y)
while npl(y) > min{npl(levy syn y), npl(pravy syn y)} + 1 do
if npl(levého syna y) < npl(pravého syna y) then
prohodime syny y
end if
npl(y) = npl(pravého syna y) + 1, y — otec(y)
end while
T — MERGE(T}, T»)

10.3 Binomialni haldy

Definice 10.3.1. Binomidlni strom B; je rekurzivné definovan jako strom sestdvajici se z kotfene
a jeho déti By, By, ..., B;—_1. Kazdy strom maé vlastnost haldy, tj. pro kazdou stromovou hranu plati
kli¢ otce < kli¢ syna.

Definice 10.3.2. Binomidlni halda je soubor stromu takovych, ze
e kazdy strom je izomorfni s néjakym B;
e 7adné dva stromy nejsou izomorfni

e existuje jednoznacné korespondence mezi vrcholy reprezentované mnoziny a vrcholy stromu
takova, ze prvek odpovidajici otci je mensi nez prvek odpovidajici vrcholu.

Poznamka 10.3.1. Nejcastéji je binom. halda implementovéana jako pole ukazatelu, kde i-ty
ukazatel ukazuje na kofen stromu B; nebo je NIL. To, jak dlouhé pole budeme potiebovat, je
kardindlni pro amortizovanu slozitost. Bindrni zdpis ¢isla n md délku |[logan| = stromy Fadu
vysstho nez |logan| se nebudou vyskytovat. (jinak by mél graf vice nez n vrcholu)

Binomidln{ stromy rostou exponencidlné spolu s fddem. (proto funguje amort. analyza)

Poznamka 10.3.2. Na binomiélni strom se muzeme divat i jinak: strom B; sestava ze 2 kopii B;_1
(viz obr. [10.1) a ziskd se z nich operaci zvanou spojeni. Binomiédlni haldy souvis{ s binomidlnim
rozvojem Cisel.

Tvrzeni 10.3.1. Binomidlni halda je tvorena binomidlnimi stromy B;, které maji ndsledujici
vlastnosti:

e B; md 2' vrcholi

e hloubka B; je 1

e koten B; md i syni

o Vj <1 existuje syn kotene B; takovy, Ze jeho podstrom je izomorfni s B;.

Dukaz. indukef pres i (elementédrni) O
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Algoritmus 10.14 Spojeni dvou binomialnich stromu
Spojeni(S7, S2)
S1, 82 jsou stromy izomorfni s B; pro néjaké i
if prvek reprezentovany korenem S; < prvek reprezentovany korenem S5 then
koren S5 se stane dalsim synem kotene S
else
kofen S se stane dalsim synem kofene S5

end if
B, B, B, B, B,
Bi

Obrazek 10.1: Binomialni stromy

10.3.1 MERGE

Algoritmus MERGE (viz algoritmus pracuje jako ”bindrn{ s¢itdni” - 2 stromy B; (= 2
jednicky v fadu 4) slije do Bi — 1 (= pienos do i + 1)
Pracuje v O(logy n) - nejvyssi mozny #ad je |logy n]. Toto je slozitost v nejhorsim piipadé.
Ukazatel MIN nové haldy je nastaven na mens{ z MIN(h;), MIN(hs) - to zabere O(1).

Poznamka 10.3.3. V algoritmu MERGE (viz algoritmus[10.15)) odpovidd P pfenosu v bindrnim
s¢itani, T' je vyslednd halda.
10.3.2 MIN

MIN(h) - prohleddme prvky reprezentované kofeny stromu a najdeme nejmensi. V praxi je pro
kazdou haldu drzen ukazatel, ukazujici na kotfen reprezentujici nejmensi prvek haldy. Tento ukazatel
je obnovovan pii operaci DELETE_MIN.
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Algoritmus 10.15 MERGE pro binomiélni haldy
MERGE(T1, T5)
(T1, T binom. haldy velikosti ny,ns)
P=0,i=0,T=0
while i < log(n, + n2) do
Sy je strom v Ty izomorfni s H; (pokud neexistuje, tak Sy = 0)
Sy je strom v Ty izomorfni s H; (pokud neexistuje, tak Sy = 0)
if Sl,SQ, P = 0 then
neprovedeme nic
end if
if jeden strom z S7, S2, P je neprazdny then
vlozim tento strom do T, P =0
end if
if dva stromy z Si, S2, P jsou neprazdné then
spojim tyto stromy a vysledek vzlozim do P
end if
if v8echny stromy z S1, S92, P jsou neprazdné then
vlozim do T, spojeni S1, S2 vlozim do P
end if
i=1i+1
end while

10.3.3 INSERT

Operace INSERT'(h,i) se provede piikazem MERGE(h, MAKEHEAP(%)). Tato operace je analog-
ickd s inkrementaci binarniho ¢itace.

Dijkstruv algoritmus provadi na zac¢atku n operaci INSERT, ndm tedy nejde o jednotlivé op-
erace, ale o posloupnost INSERT1.

Poznamka 10.3.4. INSERT je stejny jako v leftist haldéch.
Véta 10.3.1. Amortizovand sloZitost operace INSERT je O(1).

Diikaz. VyuZijeme ucetni metody:

Algoritmus INSERT udrzuje nasledujici invariant:

Kazdy binom. strom v haldé ma na svém d¢tu 1 jednotku. (Ten, ktery prestdva byt kofenem,
zaplati, ten kdo vyhrél, si 1 jednotku ponechal.) P¥i vytvafeni stromu ji zaplati operace, ktera
strom vytvorila:

e MAKEHEAP vytvoii 1 strom = zaplati 1
e DELETE_MIN vytvoii < logn stromu = zaplati < logn

Pokud INSERT spusti kaskddu slévani, pak je kazdé sliti zaplaceno z Gctu stromu, ktery danym
slitim zanikne. (jeho kofen se stane synem) O

10.3.4 DELETEMIN

Operace DELETEMIN (viz algoritmus je provedena tak, ze ze stromu By, na ktery ukazuje
ukazatel MIN, utrhneme kofen. Tim vzniknou nové stromy By, By, ..., Br_1, ze kterych vytvoiime
novou haldu, nastavime pro ni ukazatel MIN a zavoldme MERGE.

DELETEMIN pracuje v O(logan), protoze k < logan. Toto je slozitost v nejhorsim piipadeé.
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Algoritmus 10.16 DELETEMIN pro binom. haldu
DELETEMIN
prohledénim prvku reprezentovanych kofeny stromu naleznu strom S, jehoz kofen reprezentuje
nejmensi prvek
T, =T S,T5 je tvoren podstormy vsechn synu kofene S
(tj. utrhnu kofen a zbytek ddm do haldy) - je to halda diky vlastnosti 4
T — MERGE(T1,T5)

Poznamka 10.3.5. Operace DELETE se nedd rozumné provést, museli bychom ptrebudovat cely
strom.

Véta 10.3.2. Operace MERGE, INSERT, MIN, DELETEMIN o DECREASEKEY wyZaduji cas
O(logn). Operace INCREASEKEY wvyzaduje ¢as O(log®n).

Poznamka 10.3.6. MERGE zabird dost ¢asu - musime ho délat ?

10.3.5 Lina implementace binom. hald

Lind implementace vychdz{ z toho, Ze chceme operaci MERGE provédét v ¢ase O(1).

Zménime definici - vynechdme podminku 2 z definice tj. ted v nas{ binom. haldé
mohou byt izomorfni stromy. (i kdyz jen docasné) Dalsi zména spocivd ve zméné reprezentace
binomialni haldy - haldu reprezentujeme dvojitym kruhovym spojovym seznamem pres kofeny
stromu. (kruhovy spojovy seznam umoziuje piiddvan{ a odebirnd prvku v case O(1).)

Operaci MERGE(T3,Ty) pak muZeme provést konkatenaci seznamu 77 a Th. Jenom to by
nefungovalo, musime jesté zmeénit operace MIN, DELETEMIN.

Algoritmus 10.17 DELETEMIN pro liné binom. haldy
MIN
pii prohleddavani prvku reprezentovanych kotreny stromu sefadime stromy do mnozin Q;, i =
0,...,n , kde @Q; je mnozina vsech stromu v T izomorfnich s B;.
1=0,T=0
while 3Q); # 0 do
while |Q;| > 1 do
vezmeme dva stromy z Q;, spojime je, vysledek dame do Q;41
end while
if @Q; # 0 then
strom z Q; ddm do T'
end if
i=1+1
end while

DELETEMIN umisti stromy po odtrzeni nejmensiho prvku do odpovidajicich mnozin Q;. (v
mnoziné @; jsou stromy izomorfni s B;) Poté provede konsolidaci - upravi haldu do podoby, kdy
je kazdy tad zastoupen nejvyse jednim stromem.

Konsolidace bézi v O(logn) plus vycCerpa tcty stromu, které zaniknou pii slévani.
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Konsolidace probihé takto:

1. vytvorim pole délky logn, které je prazdné = O(logn)

124

2. prochézim spojovy seznam vrcholu stromu v haldé a jeden strom za druhym vyjmu a ddvam

do pole vytvoreného v kroku 1, pficemz se vzdy provede prislusné sliti.

e pokud strom zanikne, tak praci zaplatime z jeho Gctu

e pokud strom nezanikne, tak praci platime z i¢tu konsolidace — O(logn)

3. z pole vytvoiime spojovy seznam — O(logn)

DELETEMIN tedy potfebuje

e O(logn) do uétu nové vytvorenych stromu

e O(logn) na jejich zavedeni do spojového seznamu

e O(logn) na konsolidaci

P1i konsolidaci vzdy zaroven vyhleddme nové minimum.

Véta 10.3.3. Operace MERGE a INSERT pri liné implementaci vyZaduji ¢as O(1), operace
DELETEMIN a MIN vyZadugi ¢as O(pocet stromu v haldé).

Operace Amort. slozitost
MERGE o)

INSERT o(1)

MIN O(logn)
DELETEMIN | O(logn)

Tabulka 10.1: Amortizovand slozitost pro 1iné binomidlni haldy

10.4 Fibonacciho haldy

Fibonacciho haldy vychézeji z binomidlnich hald, formélné se lis{ v podstaté pouze tim, ze v haldé
povolime i jiné stromy nez binomialni. Toto ndm umozni implementaci operace DECREASE_KEY,

kterd nebyla v binomidlnich haldach pfi zachovani slozitosti ostatnich operaci mozna.

R4d uzlu a stromu je definovén jako u binomislnich hald. Slévan{ se provadi pouze mezi stromy

stejného radu.

10.4.1 MERGE, INSERT, EXTRACT_MIN
Implementace operaci MERGE(h1,hs), INSERT(h,i), EXTRACT MIN(h) je stejnd jako u bi-

nomialnich hald v ”1iné” verzi.
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Algoritmus 10.18 DECREASE_KEY pro Fibonacciho haldy
DECREASE KEY (h,i,d)

1. snizim kli¢ prvku i o 6

2. podstrom i s kofenem ¢ odfizneme a jako samostatny strom ho zavedeme haldy (tj. zafadim
do spojového seznamu kofent stromu v haldé) = O(1)

3. Abychom udrzeli stromy dostatecné ”koéaté”ﬂ tak od kazdého vrcholu xz mohou byt
odfiznuti nejvyse 2 synové = po odfiznuti 2. syna je odiiznut i sdm vrchol x.

AN AN

Obrézek 10.2: Pocty vrcholu stromu Fy, F1, ... tvoii Fibonacciho posloupnost.

10.4.2 DECREASE KEY

DECREASE_KEY provadi snizeni hodnoty klice pro dany prvek. To se déje za cenu piitomnosti
jinych nez binomialnich stromu v haldé.

Poznamka 10.4.1. Piestoze jedna operace DECREASE_KEY muze vyvolat kaskadu fezu, je jeji
amortizovand slozitost O(1).

Poznamka 10.4.2. Pomoci dcetni metodyf] dokazeme, 7e to plati:
Pii odfezavani syna vrcholu x zaplati operace DECREASE _KEY

e 2 jednotky na ucet x

e 1 jednotku na icet vzniklého stromu

e 1 jednotku za praci (odifznuti a zarazeni)

Pii odfiznuti druhého syna jsou na iétu vrcholu = 4 jednotky = mohu zopakovat body 1) - 3).
Véta 10.4.1. Nejoyssi rdd stromu ve Fibonacciho haldé je |logyn| = ©(logan) pro néjaké ¢ > 1.

Lemma 10.4.1. Necht = je vrchol a i, ..., Ym jeho synové v poradi, v jakém byli k x sliti. Potom
Vel,..,mjerdd y; asporn i — 2.

Diikaz. V okamziku, kdy byl y; slit pod x, mél « f4d > i — 1. (y1, ..., yi—1 jiz v té chvili byli synové
x) V tomto okamziku byl také fad y;—; > i — 1. (slévdme pouze stromy stejného fddu) Od té doby
mohl y; ztratit nejvyse jednoho syna, jinak by byl sdm odiiznut a pfestal by byt synem z. = y;
m4 Fad > i — 2. O

2Pro definici G¢etni metody viz prednasky ze ” SloZitosti a NP plnosti”.
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Obrazek 10.3: K dukazu véty

Diikaz. Dokazujeme vétu kterd jinymi slovy ¥{kd: Strom fddu ¢ ve Fibonacciho haldé m4
velikost alespoii (' pro néjaké ¢ > 1.

Necht F; je nejmens{ mozny (tj. ma ofezané podstromy na max. moznou troven - byl z nich
odffznut 1 syn) strom fddu j splitujici tvrzeni lemma a necht |F;| = f;. Pak

1. F; vznikne 7slitim” F;_1 a F;_o = f; = fi_1 + fi—2
2. f; > ¢, kde p = 155 = 1,618 ... zlaty fez

ad 1) viz obr.

Sliti je nepfesny termin - slévame pouze stromy stejného Fddu. F;_5 je vysledek DECREASE_KEY.
(tim se strom ”oholil”) Ufiznu posledniho syna, pod kterym je nejvétsi podstrom (abych
dostal nejmens{ mozny podstrom)

ad 2) ¢ je klady kofen rovnice 22 —x —1 =0
; C 2 — — 1+VE
neboli plati ¢* = p + 1, p = =52 ~ 1.618
dokazeme indukei:
—i=0:fi=1>"=1
—i=1:f=2>p'=1618
— indukéni krok: IP: f; > ', fit1 > pitl
fire=fipn+ fi >+t = e+ 1) =2



Kapitola 11

Dynamizace

V usporadaném poli umime rychle vyhledavat, ale ptidat prvky znamend celé ho prebudovat.
Ve srustajicim haSovani zase nesly prvky mazat, ve velmi komprimovanych trie ani pfiddvat, ani
mazat. V této kapitole ukdzeme obecnou metodu, jak tyto problémy fesit, podobnou piistupu u
binomialnich hald.

Takové struktuie, kterd neumoziuje vkladani (operace INSERT) ani mazan{ (operace DELETE)
prvku budeme fikat statickd struktura. Chceme vytvorit takovou reprezentaci, kterda bude vyuzivat
vyhod statické struktury, ale zarovenn umozni operace INSERT a DELETE.

K tomu se dopracujeme postupné. Nejdiive provedeme semidynamizaci, kterd umozni (v nové
reprezentaci puvodni mnoziny) operaci INSERT, pak dynamizaci, kterd pridd operaci DELETE.

11.1 Zobecnény vyhledavaci problém

Definice 11.1.1. Vyhleddvaci problém je funkce f : Uy x 2V2 — Us, kde Uy, Uy a Us jsou univerza.
Definice 11.1.2. Resent vyhleddvaciho problému pro x € Uy, A C Us je nalezeni hodnoty f(z, A).

Pozndmka 11.1.1. Chceme najit strukturu, kterd reprezentuje A a algoritmus, ktery pro vstup
x € Uy spocitd f(x, A). Takové strukture se Fikd statickd struktura pro vyhledavaci problém.

Priklad 11.1.1. Klasicky vyhledavaci problém: U; = Uy = U, univerzum prvku;
Us ={0,1}, A C U,

f(%A):{o kdyz z ¢ A

rozlozitelny
| kdyzzeA 9)

Euklidovska vzdalenost bodu v roviné: U; = U, = euklidovskd rovina; Us = R™; f(z, A) =
dist(z, A vzdalenost bodu x € Uy od mnoziny A. (rozlozitelny, @ ... operace min)

Nalezeni predchiudce Uy = Uy = Us prox € Uy a A C Uy a je f(z,U)) je nejvétsi prvek A < z
(rozlozitelny, je potieba disjunkce)

Piislusnost ke konvexnimu obalu U; = U, = rovina; Us = {0, 1};

0 kdyz x nepatii do konvexniho obalu A , .. , ,
, i (neni rozlozitelny problém)
1 kdyz z patii do konvexniho obalu A

127
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Obréazek 11.1: Konvexni obal

11.1.1 Operace INSERT a DELETE

Pro mnozinu A C U, a pro statickou strukturu S tesici vyhleddvaci problémf pro z € Us.
e INSERT(z,A) - vybudovéni struktury fesici vyhleddvaci problém pro mnozinu A U {z}
e DELETE(x,A) - vytvofen{ struktury fesici vyhl. problém pro mnozinu 4 — {z}

Poznamka 11.1.2. Ze statické struktury chce vytovorit dynamickou (dynamizace). INSERT je
obvykle jednodussi nez DELETE, na ten budeme potiebovat dodateéné predpoklady.

Naroky na dynamizaci

e chceme aby se f(x,A) v nové struktuie spocitalo piiblizné stejné rychle jako v puvodn{
struktufe

e kdyz vytvofeni puvodni struktury pro n prvnkovou mnozinu trvalo ¢, pak operace INSERT
by pfiblizné méla vyzadovat ¢as t/n.

Definice 11.1.3. Vyhledavaci problém je rozloZitelny, kdyz existuje operace @ spocitatelnd v
konstantnim ¢ase a plati: kdyz € U; a A a B jsou disjunktni podmnoziny Us, pak

flz,AUB) = f(z,A) @ f(z, B).

Poznamka 11.1.3. Z vySe uvedenych piikladl neni rozlozitelnym problémem piislusnost ke kon-
vexnimu obalu, ostatni vyhledavaci problémy jsou rozlozitelné.

Definice 11.1.4. Necht f je rozloZitelny vyhleddvaci problém a S je “statickd” datova struktura,
ktera ho tesi. Neboli S je tvofena pro pevnou mnozinu A C Us a obsahuje operaci, kterd pro vstup
x pocitd f(x, A).

Popiseme dulezité parametry S: necht n = |A|, ozna¢me

Qs(n) = cas pottebny pro vypocet f(x, A)
Ss(n) =
Ps(n) = ¢as potiebny pro vybudovani S

pamét potfebnd pro vybudovani S
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11.2 Semi-dynamizace

Semi-dynamizace umozni operaci INSERT nad novou reprezentaci puvodni mnoziny. Tato reprezen-
tace bude vyuzivat statické struktury. Nejprve provedeme ”zékladni” semidynamizaci, poté ji
vylepsime pro INSERT se slozitosti v nejhorsim piipadé. Vylepseni bude vyzadovat jiny rozklad
puvodni mnoziny a algoritmus INSERT (viz algoritmus bude slozitéjsi.

Véta 11.2.1. Mdme rozloZitelny vyhled. problém f a mdme pro néj statickou strukturu, kterd
ho 7esi v éase Q(n), vyZaduje S(n) paméti a vytvori se v ¢ase P(n), kde Q(n), Pgln), % jsou
neklesajici funkce. Pak existuje semidynamickd dat. struktura D, tesici f v éase O(Q(n)logn)
P
n

vyzadugici O(S(n)) paméti a umoziugici INSERT s amort. slozitosti O(£9 . logn).

Diikaz. Budeme predpoklddat, ze Qs(n), Ss(n)/n a Ps(n)/n jsou neklesajici funkce.

Md4me mnozinu A a vytvoiime pro ni novou strukturu D. Necht A; C A takova, ze bud’ |A4;] = 2¢
nebo A; =0

Plati A; # 0 préavé kdyz (i + 1)-nf bit v dvojkovém rozvoji ¢isla |A| je 1.

Chceme navrhnout strukturu, kterd by uméla

1. Pro x € U; a pevné A C U, rychle spocitat f(x, A).

2. Pro A a y € U; rychle vytvorit strukturu pro AU {y}.
Megjme Ay, A1, --- takové, ze

1. AinAj=0proi#j

2. bud A; = 0 nebo |4;] =2°

3. J, A=A

Nova struktura D reprezentujici A je potom

e ngjaka dynamickd struktura reprezentujici A (napf. (a,b)-strom, ¢erveno-cerny strom, AVL-
strom)

e Pro kazdé A; # () mdme S strukturu reprezentujici A;.

e Prokazdé A; # 0 seznam prvkii v A;; prvky téchto seznami jsou projpojeny s odpovidajicimi
prvky ve stromeé.

Jak v nové struktufe spoc¢itdme f(z, A) ?
Pro kazdou A; # 0 spocitdme f(z, A;) a pomoci operace & pak spocitdme f(z, A).

Poznamka 11.2.1. Plati, ze kdyz A; # 0, pak i < [loga|A|] ¢as, ktery je potfeba v nové struktute
na vypocet f(z,A)

log|A| log| Al
log2l Al + > Q) < loglAl + D Q(A) = loglAI(QUA) + 1) (11.1)
i=0 =0

Poznamka 11.2.2. Prvni nerovnost plyne z toho, ze Q(n) je nerostouci funkce. V dalsich dikazech
S(n) , P(n)
a

n

pro S a P se vyuziva opét této vlastnosti pro == a —=

XXX jak ma
vypadat tento
vzorec 7
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log2(|A|) - vyhodnoceni f(z, A) z f(x, A;),i =0,1,...
Tedy algoritmus potfebuje O(log|A|Q(|A])) ¢asu kdyz Q(n) = O(n)proe > 0, pak plati, ze
nova struktura pro vypocet f potiebuje

logn
log| Al + ) Q(2))
1=0
log|A| : log|A|
B S(2) SAD.;
_VW+Z;772§MM+§%TE72 (11.2)
S(Al., s(la) ‘L
= |A| — 2 =4 - —= 2
1= =4 Al |A|<;>
= O(S(|A]))

11.2.1 INSERT

Algoritmus 11.1 INSERT pro semidynamizaci (rozklad A na mnoziny A;)
INSERT(x)
if z ¢ A then
nalezneme nejmensi j, ze A; = ()
end if
A ={z}UlJi< jA;,Ai=0proi<j
vytvoiime strukturu S spojovy seznam pro A;
x priddme do reprezentace A.

Kdy se buduje znovu (tedy podruhé) S struktura pro A; (méfeno poc¢tem INSERT1) ?

1. musf se naplnit vSechny A; pro ijj to je 29 — 1 ispésnych INSERT1 (ty, které pridaly prvek)
2. provede se tuspésny INSERT, ktery vyprazdni A; pro i < j

3. znovu se musi naplnit A4; tj. 2/ — 1 Gspésnych INSERTH

4. dasi uspesny INSERT vytvoii teprve S strukturu pro A,

t.20 —14+1+2/ —141=2-2/ =2/F! 4spésnych INSERTH.

Amortizovany ¢as operace INSERT je

log| Al i log| Al
P(20 PlA P|A|
logl Al + ) 2§+1) <log|A|+ ) J4|| = O(log| Al - ||A|)
=0 =0

O

Véta 11.2.2. Mdme rozloZitelny vyhleddvaci problém f a mdme pro néj statickou strukturu, kterd
ho Tesi v ¢ase Q(n), vyZaduje S(n) paméti a vytvori se v case P(n), kdeQ(n),@, % jsou
neklesajici funkce. Pak existuje semidynamickd dat. struktura D, tesici f v case O(Q(n)logn)

vyZadugici O(S(n)) paméti a umozniugict INSERT se sloZitosti O(# -logn).
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11.2.2 INSERT se slozitosti v nejhorsim pripadé

Nésleduje konstrukce takové semidynamické struktury, kterd bude podporovat INSERT se slozitosti
v nejhorsim piripadé.

= O(n®) pro € > 0, pak amortizovany ¢as pro operaci INSERT
bude O(ﬁzlA’Tl)

Mame mnozinu A
budeme mit roklad A na disjunktni mnoziny A4; ;,7=0,1,...,57 €0,1,...,k;, kde k; € 0,1, 2.
|Ai,j| =2"a platl’:
kdyz A; o existuje pro i > 0, pak existuji A;—1,0, Ai—1,1.

Struktura:

1. reprezentace A (pomoci (a,b)-stromi, ¢erveno-cernych strom, ...)

2. V existujici A; ; je S struktura reprezentujici A; ;

3. V existujici A, ; je spojovy seznam reprezentujici A; ;

4. kdyz A; 0 a A;1 existuji pro néjaké i, pak je ”rozpracovand” S struktura pro mnozinu
Ai—1 k41 = Ai,0U A; 1. tj. bylo provedeno nékolik kroku pro jeji vytvoreni, ale neni dokoncena.

AC U27i0 eN
Vi=0,1,...,79 je dano j; € 0,1,2 takové, ze j; > 0 kdyz i < ip.
Vi=0,1,..,ip aVj =0,1,...,j; je A; ; € A takova, ze |A; ;| < 2.

Definice 11.2.1. A; ;,:=0,1,...,70,5 = 1,2, ..., j; je rozklad A.

Pro kazdé A;; je ddna S struktura reprezentujici A;; a spojovy seznam prvku z A; ;, navic
ddna dat. struktura reprezentujici A. Kdyz A, existuje, pak je rozpracovand S struktura pro
Aif1jia+1 = A10U Ai 1

Poznamka 11.2.4. Struktura je rozpracovand, jestlize bylo provedeno nékolik kroku pro postav-
erni S struktury, ale jesté neni dokonéena.

- toto je definice nové semidynamické struktury.
Pamétové naroky

log|A|

|A| + Z 45(2°

zog\A\ log| Al

— |4+ Z S0yt <l +4 > SL':["' (11.3)
1=0

—|a = |A| 1 45(/4))

— 0(5(/4]))

Poznamka 11.2.5. |A| - pamét pro pom. struktury
Zifg’ql 45(2%) - pamét potiebnd na S struktury
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Algoritmus pro vypocet :
spocitdme f(z, A; ;) pro kazdou A; ; a pomoci operace & spocitdme f(x, A).
Cas potiebny pro vypocet A

log|A| log|A|
D 3Q(2") +3log|A| <3 Y Q(A]) + 3log |A] = 3Q(|A|)log|A| = O(Q(|A[)log |A]) (11.4)
=0 =0

Plati: Q(n) > n° pro néjaké ¢, pak ¢as potiebny pro vypocet f je O(Q(N)).
INSERT(x) viz alg.

Algoritmus 11.2 INSERT pro semidynamizaci (rozklad A na A; ;)

INSERT (x)
if x ¢ A then
postavime S-strukturu pro mnozinu Ag j, = =
Jot++
1=1
while j[i] > 0 do
if S-struktura pro A; j,—1 neni dostavéna then
provedeme dalsich P(2%)/2% krok pro vystavén{ S-stry pro A; j, -1
if S-stra pro A; j,—1 je dostavéna then

Aic10=Ai—12
Aic1p=Ai13
if i —1 >0 then
// na v8ech drovnich kromé 0-té, dojde k tom, ze j; =5
// tj. S-struktura pro A, 4 je rozestavéna
// poprvé k tomu dojde pii 10. INSERTu, takze trpélivost
Aic1g=Ai 14
end if
Jim1=Ji-1—2
Ajji=Aic10+Aic1n
provedeme prvni krok pro vystavéni S-stry pro A[i,j[i]]
Jit++
end if
end if
14+
end while
if j[i — 1] > 1 a S-struktury pro A;_19 a A;_1,1 jsou dostavény then
Ajo=Ai_10+ 411
provedeme prvni krok pro vystavéni S-struktury pro A4;

Jit+
end if
end if
Alg. INSERT
pro semidyn.
Poznamka 11.2.6. Muze stat, ze se vytvoii novd mnozina A[i, j(i)], pak j(i) ma hodnotu 5, tj. byl ovéfen

doktorem

musi se po dokonéeni struktury A[¢ + 1,75(¢ + 1) — 1] zmensit o dvé hodnoty A(i,2), A(4,3) a i Koubkom
A(i,4) (nestaci jen pro prvni dvé hodnoty).

Cas pro INSERT(x) je
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log|A| P(2l) log|A| 2P(|A|)
log|A| + ; ( i T 1) = 2log|A| + lz:; A
2P(4]) "¢ 2P(|A]) 2P (4]
2log| A| + > 1=2log|A| log|A| = O( log|A]) (11.5)
A A] 4]
log|A| - ¢as pro zjistén{ zda x € A
Kdyz # > n pro € > 0, pak INSERT vyzaduje ¢as O(P,EL”) ).
Priklad 11.2.1. XXX
INSERT (21) INSERT (22) INSERT (23)
Ao,o = {$1} Ao,o = {551} Ao,o = {5101}
Ao = {x2} Ao1 = {2}
1. kI“Ok pro Al,O = {ml, 1‘2} A072 = {1‘3}

%2) kroku pro Al,O = {331,33‘2}

INSERT (24) INSERT (23) INSERT (2¢)

Ao,o = {931} Ao,o = {5'33} Ao,o = {333}

Ao,l = {Iz} Ao,l = {I4} Ao,l = {M}

A0,2 = {$3} - Ao,o = {$3} A0,2 = {555} A0,2 = {:v5} - Ao,o = {335}

Aoz ={zs} — Aoq1 = {za} | A0 = {1, 22} Aoz ={ze} — Ao = {6}

dokon¢ime A; o = {x1, 22} @ kroku pro A1 = {xs,z4} | A10 = {z1, 22}

1. krok pro Ay1 = {3, 24} dokonéeno Ay 1 = {z3, 24}
1. krok pro Ay 2 = {5, x6}
1. krok pro As o = {z1,x2, 23,24}
# kroku

Véta 11.2.3. Necht S je statickd struktura pro rozloZitelny vyhleddvaci problém f a mecht K je
“hladkd” funkce. Pak existuje semidynamickd struktura D zaloZend na rozkladu uréeném funkci K,
tak Ze plati:

kdyz K = O(logn), pak ¢as pro vyhleddni je O(KQ(n))

pro INSERT je O(K(n)nﬁ %)

Kdyz K = Q(log(n)), pak plati:

éas pro vyhleddni je O(K(n))Q(n))

Pro INSERT je O(— ‘%% ).

GTogny

Diikaz. viz [2). O

11.3 Dynamizace

Pottebujeme, aby struktura S pfipoustéla falesny DELETE (prvek pouze skrtneme, ale zistane
tam. falesny - ¢as. ani pamétové naroky se nezlepsi ani nezhorsi)

Definice 11.3.1. Fualesny DELETE je operace, ktera vyskrtne prvek z mnoziny - tj. umozni
pocitat f(z, A — {a}) (kde a je vyskrtnuty prvek) tak, ze ¢asové ndroky budou stejné jako kdyz
nebyl zadny prvek vyskrtnut.
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Budeme predpoklddat, ze ¢as pro falesny DELETE je O(n), kde n je velikost puvodni reprezen-
tované mnoziny.

11.3.1 Reprezentace mnoziny A

Rozlozime A na disjunktn{ mnoziny A4;,j = 0,1,...,log|A| + 3 takové, ze bud A; = () nebo 2773 <
|4;] < 27.

kazdd mnozina A; bude reprezentovéna strukturou, kterda puvodné (kdyz nebyly vyskrtnuté
74dné prvky) méla velikost < 27.

Dale YA; # 0 bude dén spojovy seznam prvku v A;.

Bude déna datové reprezentace mnoziny A. Pro kazdy prvek a v spojovém seznamu mnoziny
A; bude dan ukazatel na prvek a v dat. struktufe reprezentujici A a naopak. Pro kazdy prvek v
dat. struktufie repr. A je ddn ukazatel na prvek a v odpovidajicim spojovém seznamu.

11.3.2 Pameétové naroky

log|A|+3 log|A|+3 S(8\A|) ‘
[ < i _
| Al + ; S(2%) = |A] + Z 52), 1A + ; S 9
S(8|A]) S(8]Al) . -
Al+ =g 2 = A S 202 = 141+ S614) = O(S(s14]) - (11.6)

|A] - pomocné struktury
suma, - pamét pro S struktury

Zéver: Kdyz S je omezené polynomem, pak paméfové ndroky jsou O(S(n)). Pokud S je super-
polynomidlni, pak pamét. naroky jsou O(S(8n)) (a plati S(n) = o(S(8n)))

Vypocet f:
spocitame f(x, A;) a pomoci operace @ spocitame f(x, A).

11.3.3 Cas pro vypocet f

log(n) + 3291 Q(2) = log(n) + - Q(8|Al) = O(Q(8|A])iog|A)).
kdyz @Q je subpolynomialn{ (Q(n)log(n))

Z4vér: ¢as na vypocet f je { polynomiéln{ 0(Q(n))

o

superplynomidln{ (8n))
INSERT(x) viz alg.

Algoritmus 11.3 Operace INSERT (f)

if z ¢ A then
nalezneme nejmens j takové, ze || Ji < jA;| < 27
polozime A; = Ji < jA; U {z}
A; = Oproi < j
vytvoiime S-strukturu a spojovy seznam pro A, (x pfiddme do struktury reprezentujici A a
piiddme pozadované ukazatele)
end if

Pozorovani:
Kdyz vytvaifme pii INSERTu S-strukturu pro A;, pak 2971 < |A;] < 27.
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kdyz toto neplati, pak pro 57 — 1 je splnéna nerovnost i<j—14;] < 2771 a to je spor s
y p pak pro j Je sp J Je sp
minimalitou j.

DELETE(x) viz alg.

Algoritmus 11.4 Operace INSERT (f)

if x ¢ A then
odstranime x ze struktury pro A
nalezneme j takové, ze x € A; (budeme znét pfimo misto x v seznamu pro A;)
if |A;| =1 then
smazeme A; (odpovidajici S-strukturu a spojovy seznam) — A; = ()
end if
if |A;| > 1 a zdroven |A;| > 2773 + 1 then
na S strukturu pro A, provedeme falesny DELETE(z),  smazeme ze spojového seznamu
pro A; — A; = A; — {z}
end if
if |A;| > 1 a zdroven |A;| = 2773 + 1 then
if A;_1 =0 then
Aj—l = Aj—l — {J}}, Aj - @
vybudujeme novou S-strukturu pro A,_; (z odstranime ze spojového seznamu pro A;_; —
1)
end if
if Aj_1 =0 azdroven |A;_1| > 2772 then
vyménim A;aA;_;
z A;_, odstranime x a vytvorime novou S-strukturu pro A,_; (puvodni struktura mohla
mit az 27 prvki)
end if
if Aj_1 =0 azdroven |A;_1| <2772 then
B=(A4;UA;)—{z}
zrusime S-struktury pro A4;, A;_1 a vybudujeme S-strukturu a spojovy seznam pro B
if |B| > 2772 then
Aj = B, Aj_l - @
else
AJ‘,1 = B, Aj - @
end if
end if
end if
end if

Pozorovani:
Kdyz operace DELETE buduje S-strukturu pro mnozinu 4;, pak plati: 2771 < |4;] < 2771,
11.3.4 Amortizovany cas operace DELETE

P(IA\))
Al

(log|A| 4+ D(27) 4+ P(27) = (log| A| + D(27) + ];(Z)) = O(log|A| + D(JA|) + 4

o log|A| - zjisténi zda x € A
o D(2/) - faleiny DELETE
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1;(%]3) - budovani S-struktury pro A;

Aby DELETE znovu vytvafel S-strukturu pro mnozinu v A;, musim provést aspon 272 operaci
DELETE.

11.3.5 Amortizovany cas operace INSERT

Kdyz INSERT vytvarel S-strukturu pro A;, pak A; = () pro j < i a aby se znovu vytvérela
struktura pro A;, musi platit:
1+ |4, > 2!

J<i

DELETE zaplni 4; jen do poloviny. To znamen4, Ze se musi provést alespon 27 —2 INSERT[OI,
tedy amortizovand slozitost je

Oltogla| + 3 525) = 0= 7 ogn)

Price s pomocnymi stukturami zabere prave log|A| ¢asu.

Kdyz P(n) = n® pro € > 0, pak amortizovana slozitost je O(Ll(ﬁl) ).
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