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Predmluva

Linedrni algebra je jednim ze zakladnich kament pro jakékoli vdZzné minéné
studium matematiky, informatiky, fyziky i inZzenyrskych obort.

Kromé konkrétnich poznatkt byste se méli také priucit logickému uvazo-
vani a vyjadfovani obvyklému v matematice. Linedrni algebra je nejspi$ prvni
axiomaticky budovana teorie, s niz se setkavate. Jeji zdkladni objekt studia,
tzv. vektorovy prostor, je definovan nékolika vlastnostmi (axiomy), z nichz se
logicky odvozuje vse ostatni. Trochu podobné, jako se v pravidlech sachu nefika,
jak ma vypadat figurka jezdce, ale jenom jak smi tahat, v definici vektorového
prostoru se nerika, co je to vektor ¢i jak vypada, nybrz jenom podle jakych
pravidel se s vektory pocitd. Vybudovanou teorii mizeme pak pouzit na fadu
konkrétnich objektt, zdanlivé navzijem velmi odlisnych.

Takto jsou vystavéna i jind odvétvi matematiky, ale lineadrni algebra je po-
mérné jednoduchd a rozvijeni matematické teorie se na ni da zvlast dobte ilu-
strovat. Casem muiZete ocenit i silu této teorie: otdzky o linedrnich rovnicich,
které jsou na prvni pohled zapeklité a bez piipravy tézko resitelné i pro lidi ma-
tematicky velmi talentované, bude po zvladnuti zakladt linearni algebry snadné
zodpoveédét.

Tento spisek je na studium linedrni algebry pftili§ struény a nejsou v ném
skoro zadné dikazy. Urcité sim o sobé nestac¢i na pripravu ke zkousce!
Mize byt ale uziteény pro zopakovani latky a kontrolu, Ze jste nic dilezitého
nepieskodili.

Nedévno byla na MFF UK piednaska Linearni algebra pro prvni rocnik
roz$ifena o téma linedrni programovani. Tuto ¢ast sylabus zdmérné nezahrnuje,
protoZe koncepce jeji vyuky zatim neni ustdlena.



1 Soustavy linearnich rovnic

1. Piiklad: proloZeni grafu kvadratické funkce (tvaru y = az?+br+c) danymi
tfemi body vede na soustavu 3 linedrnich rovnic o 3 neznamych.

y=ar’+br+c

Zbl T2 I3

2. Rovnice ayx1 + agxe = b (1 rovnice, 2 nezndmé): mnozina feseni
S = {(:El,xg) € R? : a1T1 + asxro = b}
Zde R? je mnozina vsech uspoifadanych dvojic (x,%), kde z, y jsou re4lna
c¢isla. Usporadané dvojice, trojice, n-tice redlnych cisel budeme nazyvat
vektory. (Obsirnégji se nékdy tika aritmetické vektory, protoze se uvazuji

i jiné druhy vektorti.)

3. Geometricky odpovidd mnozina feSeni pfimce v roviné (pokud a; a as
nejsou obé rovna 0!): \ T2
D

h \
T

Jiny zptisob vyjadieni téze mnoziny (parametricky zapis):

S={u+tv:teR}
kde u a v jsou vhodné vektory z RZ2.

Z2

T

4. Podobné: mnozina feSeni jedné linedrni rovnice o 3 neznamych tvaru
a1x1 + a2x2 + asxrs = b geometricky odpovidd roviné v R3 (pokud ayq,
ay, ag nejsou zaroven rovna 0).



€T3

T

Lze ji zapsat také v parametrickém tvaru
{u+sv+iw:s,teR}

pro vhodné vektory u,v,w € R? (ukidZeme pozdé&ji). Resime-li soustavu k
takovych rovnic, hleddme prinik & rovin v R3.

5. Obecné uvazujeme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych tvaru

a11r1 + a12x2 + -+ + a1y, = b1
a21T1 + a2 + -+ + Gopty, = b2
Am1T1 + ama®a + -+ + ampTyn = by,

N 24

(prvni index je vzdy pro Fadek!!). Piehlednéjsi zapis téze soustavy:
Ax = b,
kde

e A je matice soustavy (matice s m fadky a n sloupci, neboli matice
typu m x n, kde v i-tém radku a j-tém sloupci je a;j),

e b je sloupcovy vektor pravych stran, tj. matice typu m x 1,

e x je sloupcovy vektor neznamych, tj. matice typu n x 1.
Zapis Ax na levé strané je soucin matic. Obecné bude soucin matic defi-
novan pozdéji.
2 Reseni soustav: Gaussova elimina¢ni metoda
6. Elementarni radkové tpravy matice:

(a) vynasobeni i-tého fadku nenulovym ¢islem ¢,

(b) pric¢teni j-tého fadku k i-tému Fadku, 7 # j.

Pomoci operaci (a) a (b) lze simulovat i operace



10.

11.

(b’) pric¢teni t-ndsobku j-tého radku k i-tému radku, i # j a
(c¢) zadména dvou Fadk.
Rozsifend matice soustavy Ax = b je matice (A|b), t.j. matice A,

k niz je zprava pripsdn sloupec b. Tvrzeni: elementarni rddkové tpravy
roz$ifené matice neméni mnozinu feseni soustavy.

. Odstupnovany tvar matice A: existuje ¢islo r, 0 < r < m, tak ze

radky 1,2,...,r jsou nenulové, fadky r + 1, ..., m jsou nulové, a je-li
4(1) = min{j : a;; # 0}, pak j(1) < j(2) < --- < j(r). (Obsirnéji by se
mohlo fikat rddkove odstupriovany tvar matice, ponévadz analogicky se da
definovat i sloupcové odstupriovany tvar. My o ném ale mluvit nebudeme
a spokojime se tedy s krat$im terminem.)

1

0

Na obrazku vyznacuji puntiky nenulové prvky na mistech (i,5(7)), i =
1,2,...,r; tém se nékdy ik pivoty.

. Gaussova eliminace: algoritmus pro upravu dané matice A na odstup-

novany tvar elementarnimi radkovymi ipravami.

Reseni soustavy Ax = b eliminaci: matice A se pievede na odstupiio-
vany tvar, pritom se vSechny faddkové tpravy aplikuji na celou rozsitenou
matici. Jak vypadaji feSeni soustavy, jejiz matice A je v odstupniovaném
tvaru? Jestlize by41, ..., by, nejsou vSechna 0, pak zaddné feseni, jinak se
vSechna feSeni dostanou tak, Ze neznamé x; ve sloupcich neobsahujicich
pivot (téch je n — r) se zvoli libovolné, a zbyvajicich r nezndmych se do-
pocitd (jednoznacéné). Specialné pro r = n je pravé jedno feseni.

Numerické zalezitosti, Spatné podminéné matice (malickd zména matice
zpusobi obrovskou zménu feseni). Piiklad (2 x2), geometricka interpretace
(skoro rovnobézné primky).

3 Operace s maticemi, specialni typy matic

12.

13.

14.

Soucet matic (stejného typu!) po slozkich, ndsobeni redlnym d¢islem po
slozkach.

Transponovand matice AT: prvek a;; p¥ijde na pozici (j,i). Symet-
rickd matice: ¢tvercovd (tj. n x n), AT = A.

Jednotkova matice I, (¢tvercova, jednicky v pozicich (i,7),7=1,2,...,
nuly vSude jinde).



15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Matice A je diagonalni, pokud mé nenulové prvky pouze na hlavni dia-
gonale, tj. a;; = 0 pro vSechna i # j.

Nasobeni matic: soucin AB neni definovin pro libovolné dvé matice A
a B, ale jen pokud pocet sloupci A je roven poctu radku B, tj. A je typu
m X n a B je typu n X p. Sou¢in AB je pak matice C typu m X p, kde

Cij = aitbij + aioboj + - - + ainby;.

p
n p
sloupec
m N =
radek ¢ ' J n o Cij m
A c
B

Ovérit: Al, = I,,A = A, pro libovolnou A typu m X n.

Nésobeni a transpozice: (AB)T = BT AT (ptesnéji: soucin AB je defino-
van, pravé kdyz je definovan soucin BT AT, a v takovém piipadé plati
uvedend rovnost — podobné pozndmky se vztahuji i k rovnostem mezi
maticemi v dal$im textu.)

Distributivita: A(B + C) = AB + AC, a podobné zprava.
Nésobeni matic je asociativni.

Necht A je matice typu n x n. Matice B je inverzni k A, pokud AB = I,.
(Pozor, o inverzni matici mluvime pouze u ¢tvercovych matic!) Inverzni
matici, pokud existuje, zna¢ime A1

Které matice maji inverzni matici? V odpovédi se potiebuje nésledujici
pojem: Ctvercova matice A se nazyva reguldrni, pokud soustava Ax = 0
mé jediné feSeni (tj. x = 0).

Véta: Matice A typu n X n ma inverzni matici, pravé kdyz je reguldrni.
V takovém piipadé je inverzni matice uréena jednoznaéné, a plati AA™! =
A~'A = I,,, tj. inverzni matice je inverzni zleva i zprava.

V diikazu i na jiné véci se hodi tvrzeni: Matice je regularni < v (néjakém)
odstupnovaném tvaru plati 7 = n < soustava Ax = b mé pravé jedno
feSeni pro kazdé b.

Nésobeni a inverze: (AB) ! = B~1A~! (jako u transpozice).

Vypocet inverzni matice: Utvofime matici (A|I,,) a fadkovymi upravami
ji pfevedeme na tvar (I,|B) (kdyz to jde), pak B = A~'. Kdy# to nejde,
je A singularni.



4 Télesa (v algebie)

26.

27.

28.

29.

30.

S racionalnimi, redlnymi, komplexnimi ¢isly mizeme délat ,,Ctyti zakladni
pocetni tkony“; mame operace s¢itdni a nasobeni a odvozené (inverzni)
operace odc¢itani a déleni.

Téleso je algebraickd struktura, v niz jsou definovany operace s podob-
nymi vlastnostmi (a s jejimiz prvky tudiz muZzeme ,pocitat* podobné
jako s redlnymi ¢isly).

Je-li X néjakd mnozina, binarni operace na X je libovolné zobrazeni X x
X — X. Neformélné, binarni operace prirazuje kazdym dvéma prvkim
a,b € X prvek z X, coz je vysledek té operace provedené na a a b. Priklad:
nasobeni redlnych ¢isel je binadrni operace na R; déleni neni binarni operace
na IR, ale je to binarni operace na R\ {0}.

Téleso definujeme axiomy, tj. vlastnostmi, které musi prislusné operace
splhovat.

Téleso je mnozina K spolu se dvéma bindrnimi operacemi + (s¢itani) a -
(ndsobeni), spliiujicimi nésledujici axiomy:

(SK) Scitani je komutationi, tj. a + b = b+ a pro kazdé a,b € K

(SA) S¢itani je asociativni, tj. a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ pro kazdé
a,b,ce K

(SO)  Existuje neutrdlni (nulovy) prvek 0 vzhledem ke s¢iténi, pro
néjz plati a + 0 = a pro kazdé a € K.

(SI)  Pro kazdé a € K existuje opaény prvek b, pro néjz a + b = 0.
Takovy prvek b (o némz se ukize, Ze je urcen jednozna¢né) se
zpravidla znaci —a.

(NK) Naésobeni je komutativni, tj. a-b =b-a pro kazdé a,b € K

(NA) Naésobeni je asociativni, tj. a - (b-¢) = (a - b) - ¢ pro kazdé
a,b,ce K

(N1) Existuje jednotkovy prvek 1 vzhledem k ndsobeni, pro néjz
plati 1 - a = a pro kazdé a € K rizné od 0.

(NI) Pro kazdé a € K rizné od 0 existuje inverzni prvek b, pro
néjz a - b = 1. Takovy prvek b (o némz se ukize, ze je urcen

jednozna¢né) se zpravidla zna¢i a L.

(D) Nésobeni je distributivni vzhledem ke séitani, tj. a - (b+c¢) =
(a-b) + (a - c) pro vechna a,b,c € K.
(01) 0#1.

Pozor, definice télesa v sobé skryva téz pozadavek, ze kdykoli a,b € K,
pak také a +beKaa-bekK

Soudin a-b zapisujeme vétsinou jen ab. Od¢itani definujeme a—b = a+(—b),
a déleni a/b=a-b L.



31.

32.

33.

34.

35.

36.

To, ¢emu zde Fikdme téleso, se nékdy obsirnéji nazyva komutativni téleso,
a uvazuji se téz télesa nekomutativni, jez nemusi spliiovat axiom (NK).
Zde budeme télesem rozumét jen komutativni téleso.

Tvrzeni o nasobeni matic, inverznich maticich, feSeni soustav lineidrnich
rovnic plati, i kdyz misto redlnych cisel pracujeme s libovolnym jinym
télesem. Vse je tfeba radné dokdzat z axiomu (a niceho jiného!!!). Pro
predstavu nékolik jednoduchych tvrzenicek; napt. jednoznac¢nost 0, 1, jed-
nozna¢nost —a, a=!, 0-a =0, (=1)-a = —a, ,kriceni“ (za+b=a+c
plyne b=c¢, z a-b=a-c plyne b = ¢ pro nenulové a).

Priklady téles: raciondlni ¢isla Q, readlné ¢isla R, komplexni ¢isla C, dvou-

vvvvvv

p(z)/q(x), kde p(z) a g(z) jsou mnohocleny s redlnymi koeficienty.

Znaceni Z,, (zbytkové t¥idy modulo n, reprezentované ¢isly 0,1,...,n—1,
s operacemi s¢itani a nasobeni modulo n). Zs je téleso, Z4 NENI!!!

Tvrzeni: Z, je téleso pravé kdyz n je prvocislo. Princip dikazu: Je-li n
slozené, tvaru n = kf, pak zbytkové tridy k a £ jsou délitelé nuly, tj. jejich
soucin je 0 v Z,. Je-li n prvodéislo, stac¢i ukazat, ze pro kazdé nenulové
¢ € 7, je zobrazeni ,nasobeni ¢“: Z,, — Z, surjektivni (na). Trik: ovéfit
injektivitu (prostost).

Oznaceni: GF(q) konec¢né téleso s ¢ prvky (Galois Field) pokud existuje.
Existuje pravé kdyz ¢ je mocnina prvocisla, a pak existuje pravé 1 (bez
dikazu). Konecéna télesa jsou velmi vyznamnd pro informatiku (napft. pro
kédy, tfeba na CD nebo DVD).

Charakteristika télesa: nejmensi n > 1 takové, ze

l+1+4---41=0,
| S S —4

n—krat

nebo 0 pokud takové n neni. Tvrzenicko: charakteristika je vzdy prvocislo
nebo 0.

5 Vektorové prostory

37.

38.

Zatim pro nas vektory byly usporadané n-tice realnych éisel, tvaru v =
rovinu). MuZeme je s¢itat, a také nasobit redlnym ¢islem. Podobné jako
jsme redlnd ¢isla pomoci axiomi zobecnili na télesa, zobecnime R” pomoci
axiomil na tzv. vektorovy prostor.

D4 se tict, ze linedrni algebra je studium vektorovych prostorti. Budeme-li
mluvit o vektorovych prostorech, mizete si vzdy predstavovat R?, R3 a

vvvvvv



39. Vektorovy prostor nad télesem K je mnozina V (prvky = vektory)
s bindrni operaci + (s¢itani vektorti) a operaci - (ndsobeni vektoru skala-
rem z télesa KK; je to zobrazeni K x V' — V'), spliiujici nasledujici axiomy:

(SI)

(N1
(D1

(D2

(SK) Scitani vektort je komutativni, tj. u + v = v + u pro kazdé
(SA) Scitani vektori je asociativni, tj. u+ (v+w) = (u+v) +w

(S0)  Existuje neutrdlni (nulovy) prvek 0 € V' vzhledem ke s¢itani

(NA) Nésobeni vektoru skaldrem je jasociativni®, tj. a-(b-v) = (a-b)-v

u,vev.
pro kazdé u,v,w € V.

vektori, pro néjz plati v +0 = v pro kazdé v € V. [Pozor,
méame ted dvé (rizné) 0 — jednu v K a jednu (tuénou) ve V1]

Pro kazdé v € V existuje opacny vektor —v, pro néjz v+(—v) =
0.

pro kazdé a,b € K a kazdé v € V.

) Plati 1-v = v pro kazdé nenulové v € V' (kde 1 € K je jednot-
kovy prvek télesa).

) Plati takovato distributivita: (a + ) - v = (a - v) + (b - v), pro
kazdé a,b € K a kazdé v € V,

) ataky takovdhle distributivita: a- (u+v) = (a-u)+ (a-v), pro
kazdé a € K a kazdé u,v € V.

Vsimnéte si, ze kdykoli u,v € V a a € K, pozadujeme téz u+v € V a

av €

40. Prikl

V.
ady:

{0} (trividlni vektorovy prostor).

K™ (aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad K) pro libo-
volné téleso K.

Mnozina vSech matic typu 7 x 11 s prvky z K (nebo néjakého jiného
pevné zvoleného typu m x n).

R[z] (v8echny polynomy s redlnymi koeficienty).

Polynomy stupné nejvys 293 s redlnymi koeficienty (nebo jiného da-
ného maximalniho stupné).

Mnozina v8ech podmnozin mnoziny X jako vektorovy prostor nad
GF(2) (s¢itani = symetrickd diference mnozin).

Mnozina vSech funkci R — R ((f+g)(z) = f(z)+g(z) atd.), podobné
mnozina v8ech spojitych funkci R — R & v8ech diferencovatelnych
funkci R — R.

Exoticky priklad: R (redln4 ¢isla) jako vektorovy prostor nad Q (rac.
Cisly).

41. Tvrzenicka o vektorovych prostorech: 0x = 0, (—1)x = —x, ax = 0 pravé

kdyz

a = 0 nebo x = 0.
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42.

43.

44.

45.

46.

Podprostor vektorového prostoru V je podmnozina W C V', ktera je
vektorovym prostorem vzhledem k 0, ,+“ a ,-“ zdédénym z V. Tj. plati
0cW,u+v e W pro libovolna u,v € W, a také av € W pro libovolné
a € K a libovolné v € W.

Piiklad: vektorové podprostory R? jsou (geometricky) pocatek, celé R?, a
kazd4 primka prochézejici poc¢atkem (ovérime pozdéji).

Pozorovéani: prinik libovolného souboru podprostort vektorového pro-
storu V' je opét podprostor. Definice: Je-li X podmnozina vektorového
prostoru V, podprostor generovany X je prinik vSech podprostort
W, které X obsahuji. Oznaceni: span(X) (v literatute téz (X), L(X),
[X], nazev téz linedrni obal X).

Jsou-li vy,...,v, € V vektory, kazdy vyraz a;vy +asve + - - -+ a, vy, kde
a; € K se nazyva linedrni kombinace vy,...,v, (v linedrni kombinaci
mame vzdy konecny pocet vektoru!). Vektor 0 povazujeme za linedrni
kombinaci prazdného systému vektort. Tvrzeni (explicitni popis podpro-
storu generovaného X): span(X) je mnozina v8ech linedrnich kombinaci
vektori z X.

Bud A matice typu m x n. Vektorové prostory s ni spojené:

e Ffadkovy prostor (= podprostor K" generovany radky A),

e sloupcovy prostor (= podprostor K™ generovany sloupci A),

e jaddro (= podprostor K" tvofeny vSemi feSenimi soustavy Ax = 0),
oznaceni: Ker A (kernel).

Pozorovéni: elementarni fadkové tipravy matice neméni rddkovy prostor
ani jadro.

6 Linearni zavislost, baze, dimenze

47.

48.

49.

Soubor (kone¢nd posloupnost) vektori (vyq,...,v,) je linedrné ne-
zavisly, pokud z rovnosti a1vi+---+a,v=0plynea; = a, =--- =
an = 0, tj. vektory lze nakombinovat na nulu jen jedinym, trividlnim
zpusobem.

(V souboru, narozdil od mnoziny, se mohou néjaké vektory opakovat, ale

jakmile v; = v;, pak je soubor linedrné zavisly.)

Nekoneény soubor vektord je linedrné nezavisly, pokud kazdy koneény
podsoubor je linedrné nezavisly. (Co je nekoneény soubor? Jako mno-
zina, ale prvky se mohou opakovat, forméalné zapisujeme nekoneény soubor
(vi)ier, kde I je nekone¢nd mnozina ,indexi“.)

Priklady linedrné nezavislych souborii:

e (e1,e9,...,e,) Fadky jednotkové matice I, (¢ili tzv. standardni
baze R");
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50.

ol.

92.

93.

54.

95.

96.

o7.

98.

e prvnich r faddkd matice v odstupnovaném tvaru;
o (z')i01,.. v Rlz],
e (1,v2) v R jako vektorovém prostoru nad Q.

Alternativni, moznd intuitivnéj$i popis linedrni nezavislosti: (vy,...,vy)
je linedrné nezavisly, pokud kazdé v; ,néco pridd“ k linedrnimu obalu:
vi € span(vy,..., Vi 1,Vit1,...,Vy) pro kazdé i = 1,2,...,n.

Definice: Necht B je soubor vektort ve vektorovém prostoru V; nazyva se
systém generatoru V pokud span(B) = V.

Linedrné nezavisly systém generatorti vektorového prostoru V se jme-
nuje baze prostoru V.

Priklady: prazdny systém je baze trividlniho prostoru {0}, (e1,...,e,) je
baze K, (1,z,22,...) je baze R[z].

Tvrzeni: Minimdalni systém generatort (tj. zadny vlastni podsystém uz
negeneruje cely prostor) je baze. Tudiz z libovolného kone¢ného systému
generatori lze vybrat bazi.

Véta: kaZdy vektorovy prostor md bazi. Dlkaz vyzaduje axiom vybéru.
Dokézali jsme (jen) pro prostory, majici néjaky koneény systém generatori
(fik4 se jim koneéné& generované).

Mize jeden vektorovy prostor mit rizné velké baze? NE!! K dikazu po-
tfebujeme Steinitzovu vétu o vymeéné.

Nejdiiv lemma o vyméné: Je-li G = (vy,...,v,) systém generatort
prostoru V., w € V je néjaky vektor, a w = a1vy +asveo+---+---a,vy, je
néjaké jeho vyjadreni pomoci vektord z G, potom kdykoli a; # 0, je také
(Vi,ee vy Vie1, W, Vit1,...,Vy) systém generdtora (tj. vektor v; s nenulo-
vym koeficientem lze nahradit w).

Steinitzova véta o vymeéné: Je-li N = (wy,wo, ..., Wy,) linedrné neza-
visly soubor vektorti ve V a G = (vy,...,Vvy) je systém generatoru V, pak
m < n, a nékterych m vektord z G lze nahradit vektory wi, wo, ..., w,,
tak, ze dostaneme opét systém generatort. [Diikaz indukei podle m; v in-
dukénim kroku nejdiiv dostat do G vektory wi,...,w,,_1, a pak pouzit
lemma o vyméné na vysledny systém generdtori a w,.]|

Hlavni disledek: VSechny baze konecné generovaného prostoru jsou ko-
nefné a maji stejny pocet vektorid. (V libovolném vektorovém prostoru
maji vSechny baze stejnou mohutnost, to nebudeme dokazovat.)

Dimenze vektorového prostoru V je mohutnost néjaké (a tedy libo-
volné) baze V.
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99.

60.

61.

62.

Dalsi dusledek Steinitzovy véty: Libovolny linedrné nezavisly systém N
v koneéné generovaném prostoru V' 1ze doplnit na bézi. [Dtikaz: vétu pouiit
na N a libovolnou béazi prostoru V' v roli G']

Odtud: Je-li W podprostor konecné generovaného prostoru V', pak
dim(W) < dim(V)
(specialné je W koneéné generovany). Nastane-li rovnost, pak W = V.

Piiklad: jaké jsou podprostory R?? Museji mit dimenzi 0 (pak je to {0}),
2 (pak je to R?), nebo 1, a jednodimenzionalni vektorovy prostor je tvoien
v8emi nasobky néjakého nenulového vektoru, tedy je to primka prochéaze-
jici 0. Podobné pro R3: p¥ibydou roviny prochézejici 0.

Pojem: soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B, oznadeni [v]g.

7 Hledani baze, hodnost matice

63.

64.

65.

66.

Jak spocitat dimenzi (a najit bazi) prostoru V = span(aj,ag,...,a,),
kde ay,...,a, jsou dané vektory z K"? NapiSeme ai,...,a,, jako rfadky
matice A (pak V je fadkovy prostor). Gaussova eliminace je algoritmus
na hledani baze: nenulové radky odstupnovaného tvaru tvoii bazi V.

Hodnost matice A je definovdna jako dimenze jejiho fadkového pro-
storu, a budeme ji znacit rank A.

Hodnost je téz rovna poctu nenulovych fadki v odstupiiovaném tvaru (a
tudiz tento pocet nezavisi na postupu Gaussovy eliminace, coz z algoritmu
samotného neni ziejmé).

Elementirni rddkové upravy matice odpovidaji jejimu nasobeni zleva
vhodnymi ¢tvercovymi regularnimi maticemi.

Co déla nasobeni matici A zleva s fddkovym a sloupcovym prostorem
matice B:

— Ré4dkovy prostor AB C tadkovy prostor B.

- Jelli (vi,...,v;) néjakd baze sloupcového prostoru B, pak
(Avy,..., Av,) generuje sloupcovy prostor AB.

Disledky:

(a) rank(AB) < rank(B).

(b) Nésobeni reguldarni matici zleva, a specidlné elementarni fadkové
tpravy, neméni fadkovy prostor (a tedy ani hodnost).

(c) Nésobeni regularni matici zleva, a speciilné elementarni fadkové
upravy, neméni dimenzi sloupcového prostoru.
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67. Véta (jeden z ,divi“ linearni algebry): hodnost matice je téz rovna di-
menzi sloupcového prostoru. Dikaz:

— Pro redukovany odstupnovany tvar je vidét.

— Obecné se pouzije Gaussova eliminace a (b) a (c) z pfedchoziho bodu.
68. Z odstupiiovaného tvaru miZzeme téz najit bazi Ker(A), a zjistit ze
dim(Ker A) 4 rank(A) =n

pro kazdou matici A s n sloupci.

8 Linearni zobrazeni

Zobrazeni f:U — V, kde U a V jsou vektorové prostory (nad tymz
69. | télesem!), je linedrni pokud f(u+v) = f(u)+ f(v) a f(au) = af(u),
pro kazdé u,v € U aa € K

70. Slozeni linedrnich zobrazeni je zase linedrni zobrazeni (pokud je ovSem lze

skladat!).

71. Ptiklad (jednoduchy): line4rni zobrazeni R — R! je nutné tvaru z — az,
a €R

72. Linearni zobrazeni R?> — R? jsou uz dost zajimava. Piiklady:

e projekce na osu z,
e projekce na danou primku prochézejici O,

e zrcadleni, napt.:

©
)
(xay) = (_may)
e zvétSeni (homotetie), napf.
@‘:@:»
(z,y) — (1.7x,1.7y) >
e zkoseni, napr.:
©
D)

(z,y) = (z +y,y)
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73.

74

75

76

7

78

79

e rotace kolem 0, napft.:

(l’,y) = (—%CIJ - §y> ?Z‘

Obecny tvar: f(z,y) = (az + by,cz + dy), jind nejsou. Maticovy tvar:
f(v) = Av, kde v € R? je sloupcovy vektor (z,y) a A je matice s fadky
(a7 b)’ (07 d)'

(z,y) = (az + by, cx + dy)

Tvrzeni (Kazda volba hodnot na béazi jednozna¢né urcuje linedrni zob-
razeni) Budte U,V vektorové prostory a B néjaki baze U. Pro kazdé
zobrazeni f: B — V existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f:U — V

spliwjici f(b) = f(b) pro vSechna b € B.

Z toho: vime-li uz (geometricky), Ze napt. otoceni kolem 0 o thel 7 je
linedrni zobrazeni, mizeme jej snadno vyjadiit; vyjde, ze to je (z,y) —
(xcosT —ysinT,zsinT + ycosT).

P#iklad: Necht vy, vo, ..., vy, jsou vrcholy pravidelného n-tihelnika, se stie-
dem v 0, ukazte s = )" | v; = 0. Elegantni feSeni: bud 7 otoceni kolem
0 o thel 27“, potom 7(s) =s, a tedy s = 0.

Libovolné linearni zobrazeni f:R"™ — R™ m4a tvar f(x) = Ax, kde x je
sloupcovy vektor z R™ a A je matice m X n; jeji sloupce jsou obrazy ba-
zovych vektori eq,...,e,. Matice obvyklych geometrickych transformaci,
napt. otoceni kolem pocatku, se objevuji napt. v pocitacové grafice.

Matice linedrniho zobrazeni obecné: V prostoru U méme zvolenou jeho
bazi B, v prostoru V bazi C, a f:U — V je linearni zobrazeni. Ma-
tice f vzhledem k bazim B a C, oznaleni [f|p ¢, je matice typu
dim(V)x dim(U), jejiz j-ty sloupec je [f(u;)]c, tj. souradnice obrazu j-
tého vektoru z B vzhledem k bazi C. Pro kazdé u € U plati [f(u)]c =
[f1B,c[u]B-

Skladdni linedrnich zobrazeni a ndsobeni matic: Jsou-li Vi, Vs, V3 vekto-
rové prostory a B; je né&jakd baze V;, f:Vo — Vi je linedrni zobrazeni
s matici A vzhledem k bazim By a By, a ¢g: V3 — V5 je linedrni zobrazeni
s matici B vzhledem k bazim Bs a Bs, pak fog: V3 — V; ma matici AB
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

vzhledem k bazim B3 a B;i. V symbolech: [f o g|g,,B, = [f]B,,B.19]Bs,B,-
Diikaz z asociativity nasobeni matic: Bud v € V3, x vektor jeho soutadnic,
pak ¢g(v) ma soufadnice Bx a f(g(x)) soufadnice A(Bx) = (AB)x.

Priklad: nisobeni matic rotaci kolem poc¢atku v R? dava souctové vzorce
pro sinus a kosinus.

Jsou-li B a C' dvé baze prostoru V, potom matice identického zobrazeni
id: V' — V vzhledem k bazim B a C se nazyvi matice prechodu od B
k C. Je-li x vektor souradnic néjakého v € V vzhledem k bazi B, potom
souradnice v v bazi C' jsou dany vektorem Ax, kde A je matice prechodu
od Bk C.

Co to znamenad Ze vektorové prostory V a W jsou ,stejné“? Existuje mezi
nimi isomorfismus f: V — W, coz je linedrni zobrazeni, k némuz existuje
inverzni zobrazeni a to je téz linearni (coZ je pravé kdyz f je linedrni, prosté
a na). Isomorfismus je néco jako pFejmenovani vektort: vektory v isomorf-
nich prostorech mohou ,vypadat® jinak, ale ,chovaji se“ naprosto stejné.

Isomorfismus zobrazuje bazi na bazi, a tudiz zachovava dimenzi.

Tvrzeni (n-dimenziondlni vektorovy prostor nad K je .jen jeden*):
kazdy n-dimenzionélni vektorovy prostor V nad K je isomorfni K”.

Diikaz: zvol bazi V, isomorfismus pfitazuje vektoru v € V jeho soutradnice
v té bazi. (Poznamka: mnoho isomorfismii = mnoho ,moznych pohledi“
na dany vektorovy prostor!)

Je-li dim(U) = dim(V) = n, f:U — V je linearni, a A je matice f
vzhledem k néjakym bazim, potom f je isomorfismus, pravé kdyz A je
reguldrni. (Odtud jiny ditkaz véty o inverzni matici z bodu 22).

Afinni podprostory: Podmnozina F' vektorového prostoru V', ktera je bud
prazdnd, nebo tvaru F =x+U = {x+u:u € U}, kde U je (vektorovy)
podprostor V', se nazyva afinni podprostor (téz linedrni mnoZina nebo
linedl) ve V.

Plati U = {u — v : u,v € F}, a tedy F ur¢uje U. Dimenzi F de-
finujeme jako dim(U). Napi. obecné piimky a roviny v R? jsou afinni
podprostory. Terminologie: 1-dimenzionalni afinni podprostor se nazyva
primka, 2-dimenzionélni rovina, (n — 1)-dimenzionalni afinni podprostor
n-dimenzionalniho prostoru se jmenuje nadrovina.

Je-li f:U — V linearni zobrazeni a b € V dany vektor, potom f~!(b) je
afinni podprostor U; je-li neprazdny, ma tvar x + Ker(f), kde x je néjaky
(libovolny) vektor spliujici f(x) = b.

TotéZ v Tedi matic: mnozina vSech feSeni soustavy Ax = b, kde A je
m X n matice a b je m-slozkovy vektor, je bud prazdna, anebo méa tvar
xg + L, kde xq je néjaké libovolné reseni soustavy Ax = b a L je mnozZina
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90.

vSech feSeni homogenni soustavy Ax = 0. Hledani vSech feSeni soustavy
Ax = b: najdeme jedno feSeni x; (pokud existuje) a né&akou bézi pro
prostor feseni homogenni soustavy Ax = 0, tj. Ker(A).

Shrnuti toho, co zatim vime o FeSeni soustavy linearnich rovnic Ax = b,
a ruzné pohledy na to:

e Pohled vektorovéprostorovy: je b v podprostoru generovaném sloupci
A?
e Pohled geometricky: prinik nadrovin v K.

e Pohled linedrnézobrazenovy: vzor vektoru b pfi linedrnim zobrazeni
x — Ax, feSeni je afinni podprostor K".

9 Prostory se skalarnim soudinem

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

(Standardni) operace skaldrniho souéinu na R": dvojici vektori x,y
prifazuje ¢islo (x|y) = z1y1 + z2y2 + - - + TnYn-

(Euklidovska) délka vektoru x (téZ zvani norma):

“X“:m: \/$%+$%+'--+x%.

Geometricka interpretace: (x|y) = ||x|| - ||yl - cos ¢, kde ¢ je thel mezi
vektory x a y.

V ,Cistém“ vektorovém prostoru neméme pojmy jako ,délka“ a ,ihel“.
Pridanim skaldrniho soucinu je tam mizeme elegantné zavést.

Prostor se skalarnim soucdinem je vektorovy prostor V nad R nebo
nad C plus zobrazeni V' x V' — R (nebo — C), zvané skaldrni soudin,
oznaceni (u|v) (neni v literatufe jednotné, téz (u, v), u-v a pod.). Axiomy:

v|v) > 0, rovnost pouze pro v =0,
au|v) = a(u|v) (pro a redlné ¢i komplexni ¢&islo),

u+vjw) = (ufw) + (v|w),

( (
( (
( (
(k) (v|u) = (u]v) (tedy (v|u) = (u|v) v redlném piipads).

Standardni skaldrni soucin v R” je nejobvyklejsi, ale neni to jedind moz-
nost pro skalarni soucin na R". Tieba v roviné muzeme taky definovat
(x|y) =z151 + %:myz + %w2y1 + Z2y2 (to souvisi s pozitivné definitnimi
maticemi, které probereme pozdéji).

Pojem normy: norma na vektorovém prostoru V' (nad R nebo nad C) je
zobrazeni V' — R, znaceni ||v|| a pod.; axiomy: ||v|| > 0, rovnost pouze pro
v =0, |lav|| = |a] - ||v]| (@ je redlné nebo komplexni ¢islo), trojihelnikova
nerovnost ||u| + ||v]| > |[u + v||. Norma ||v|| m& vyznam ,délky“ vektoru
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

v. Skalarni souin urcéuje normu ||v|| = /(v|v), ale zdaleka ne kazda
norma pochazi ze skalarniho soucinu. Ze standardniho skalarniho soucinu
na R" zminéného vyse dostaneme euklidovskou normu (||v|| je pravé délka
vektoru podle Pythagorovy véty) a euklidovskou vzdalenost (vzdalenost
bodi u a v je [ju — v||).

Cauchyho-Schwarzova nerovnost (u|v) < |lu] - ||v||. Dukaz: uvazit
kvadraticky mnohoélen p(¢) = (u+ tv|u+tv), ten musi mit nekladny dis-
kriminant. Geometricky vyznam, souvislost s kosinovou a Pythagorovou
vétou. Definice kolmosti vektort u a v: (u|v) = 0.

Ortogondlni systém (nenulové navzijem kolmé vektory), ortonor-
malni systém (navic jednotkové), jejich linedrni nezavislost. Vyjadireni
vektoru v v ortonormélni bazi B = (by, ..., by,): i-t4 soutadnice je (v|b;).
Souradnice se nékdy nazyvaji Fourierovy koeficienty vektoru v vzhle-
dem k bazi B.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace: algoritmus, ktery z dané baze
Vi, Vg, ..., vy udéld ortogonalni bazi wi, ws, ..., wy; linedrni obal prvnich
k vektoru zustava zachovan pro vSechna k. Geometricka ilustrace:

2. krok (vypocet ws) 3. krok (vypocet ws)

Véta: Rozsititelnost libovolného ortonormélniho systému na ortonormalni
bazi (v konecnédimenzionalnim prostoru!). Poznamka: G.-S. ortogonali-
zace je numericky nestabilni, ale jsou zndmy stabilni varianty.

Ortogonalni doplnék mnoziny M:

L ={veV:(v|x) =0 pro viechna x € M}.
Jesté jeden pohled na homogenni soustavu linearnich rovnic Ax = O:
mnozina feSeni = ortogonalni doplnék mnoziny radkt matice A.

Vlastnosti ortogonalniho doplitku (v8e v koneéné dimenzi):

(i) Je to podprostor.

(ii) Je li My C My, pak M3~ C Mi-.
(iii) M+ = (span M)> .
(iv) Je-li U podprostor, pak (U~+ ) =U.
(v) Plati dim(U+) = dim(V) — dim(U).

(1)—(iii) jsou snadné a (iv),(v) plynou z rozsifitelnosti ortogonalni baze.
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104. Pojem ortogondlni matice (hloupd ale tradi¢ni terminologie): ¢tvercova,
AA" = I,,. Pozorovani: ¢tvercova matice mé ortonormalni sloupce, pravé
kdyz A1 = AT. Tudiz: ma-li étvercova matice ortonormélni ¥adky, pak
mé i ortonormalni sloupce.

105. Ortogonadlni projekce na podprostor W; projekce bodu x je bod, ktery
je z celého W k x nejblize. Jednoznacnost, vyjadieni formuli.
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

Determinant

Permutace je vzijemné jednoznalné zobrazeni (bijekce) X — X. Ozna-
¢eni S, = mnozina vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n}. MnoZina in-
verzi permutace p:

I(p) = {(4,5) =i < jap(i) >p()}

Interpretace: kiizeni v dvourddkovém znazornéni p Sipkami. Znaménko
permutace sgn(p) = (—1)|I(p)|_

Tvrzeni (skldddni permutaci a znaménko): sgn(p o q) = sgn(p)sgn(q).
Dtikaz: obrazek se Sipkami.

Transpozice = permutace zaménujici dva prvky. Transpozice ma zna-
ménko —1, a kazda permutace je slozenim transpozic.

Kazdé étvercové matici A ted pfifadime podivuhodné éislo, zvané deter-
minant, takto:

n

det(4) = Y sen(p) [ [ aipe)

PESH i=1

(vzorecek s n! ¢leny).
Priklad: pro matici 2x2 méame det(A) = aj1a22 — a12a9;.
Determinant trojihelnikové matice je soucinem diagonalnich prvki.

det(A”) = det(A) (diikaz pferovnanim soucinu a sumy v definici determi-
nantu).

Prerovnanim sloupci podle permutace ¢ se determinant nisobi sgn(q)
(dtikaz podobny piedchozimu).

e Disledek: Zaména dvou rfadkt méni znaménko determinantu.

e Dusledek dtsledku: Jestlize matice A mé dva shodné Fadky, pak
det(A) = 0.

Determinant je linearni funkci kazdého svého radku.

Dusledek: Co délaji elementarni fadkové operace (nasobeni fadku ¢islem ¢
nasobi determinant ¢&islem £, pri¢teni j-tého radku k i-tému fadku neméni
determinant). Totéz pro sloupce.

Vypocet det(A) Gaussovou eliminaci.

e Diisledek: ¢tvercovd matice A je reguldarni, pravé kdyz det(A) # 0.
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117.

118.

119.

120.

121.

122.

e Diisledek: Hodnost matice se nezméni prechodem k vétsimu télesu;
napi. jsou-li néjaké vektory s racionalnimi slozkami linedrné nezavislé
nad Q, pak jsou linearné nezavislé i nad R.

Geometricky vyznam determinantu: Linedrni zobrazeni R* — R" odpo-
vidajici matici A prevadi jednotkovou krychli na rovnobéznostén objemu
| det(A)|:

TR

e3 ey A
7 e

aj

€

(a plochu ¢ objem obecné mnoziny méni v poméru 1 : |det(A)|). Nefor-
malni zdivodnéni.

Pozndmka: Znaménko determinantu je ddno orientaci obrazu standardni
baze. Pro regularni nxn matice A, B plati sgn(det(A)) = sgn(det(B)),
pravé kdyz se daji propojit ,spojitou cestou“ z reguldrnich matic.

Véta (o nasobeni determinanti): det(AB) = det(A) det(B). Dikaz: pro
signuldrni A snadné, regularni A mtizeme pomoci Gaussovy eliminace vy-
jadrit jako soucin elemendtnich matic (odpovidajicich fadkovym tpra-
vam), a tedy ndsobeni A odpovida posloupnosti elementarnich fadkovych
tiprav matice B. Disledek véty: det(A ') = det(A4) .

Rozvoj determinantu podle i-tého radku:

n

det(4) = (1) ay; det(Ajj),

j=1

kde A;; oznacuje matici vzniklou z A vynechdnim i-tého fadku a j-tého
sloupce. Diikaz: Podle linearity determinantu jako funkce radku staci ove-
Iit pro piipad, kdy i-ty fddek je vektor e; standardni baze.

Vzorec pro inverzni matici k dané regularni matici A: na misté (4,7) je
(—1)"*7 det(Aj;)/ det(A) (znovu dokazuje existenci inverzni matice).

Cramerovo pravidlo: Je-li A ¢tvercova regularni matice, pak (jediné)
feSeni soustavy Ax = b ma4 i-tou slozku rovnou det(A; )/ det(A), kde
¢tvercova matice A;_,,, vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem
b. Zcela nepraktické pro vypocet, ale uzitecné pro odvozeni vlastnosti
feSeni (a téz ukazuje, ze determinant vznika prirozené pii feSeni soustavy
linedrnich rovnic).
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123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

Vlastni éisla

Vlastni ¢isla souviseji s mnoha otédzkami v geometrii (napft. jak vypadaji
isometrie euklidovského prostoru), ve fyzice (jak zni zvon), v teorii graft
(jak dobry je dany graf jako schéma telefoniho propojeni), atd.

My se k vlastnim ¢islam ted dostaneme pies vySetfovani struktury endo-
morfismi, tj. linedrnich zobrazeni vektorového prostoru V' do sebe. VSim-
néme si, ze pro zobrazeni X — X vznika fada otazek, které pro obecné
zobrazeni X — Y nemaji smysl, napiiklad o pevnych bodech a iteracich.
Takové otazky pro linedrni zobrazeni se resi pravé pomoci vlastnich cisel.

Uvazujeme linedrni zobrazeni f: V' — V', V kone¢nédimenzionalni, chceme
najit bazi (vy,...,vy,) tak, aby matice f vzhledem k ni byla ,jednoduch&®.
Zde je podstatné, ze mame jen jednu bazi ve V! (Doporuceno k rozmysleni:
Je-li f:V — V linedrni zobrazeni hodnosti r, pak lze zvolit dvé baze V
tak, ze matice f vzhledem k nim je matice I, doplnéna dole a zprava
nulami.)

Pfipomenuti: matice pfechodu od bize B = (vi,vsg,...,v,) k bazi
B' = (v{,v},...,v}) md v j-tém sloupci soufadnice v; v bazi B'. Tvr-
zeni: Matice piechodu od B’ k B je T~'. Dtikaz: pfimym vypoétem, nebo
pomoci isomorfismii s K".

Tudiz, je-li A matice zobrazeni f:V — V vzhledem k bazi B, pak matice
f vzhledem k béazi B’ je TAT™', kde T je matice piechodu od B k B'.
Ctvercové matice A a A’ se nazyvaji podobné, pokud A’ = TAT~! pro
néjakou reguldrni matici 7'.

Nas cil v fe¢i matic: k dané ¢tvercové matici A najit podobnou matici
A" v jednoduchém® tvaru (uvidime, Ze Casto se postésti A" diagonalni, i
kdyz ne vidycky). Kdo neméa rad linedrni zobrazeni, mize toto vzit jako
vychozi bod.

Diagondlni tvar je naptiklad dobry k rychlému vypoctu mocnin matice
(tj. iteraci linedrniho zobrazeni), a je z néj téz vidét, jak se iterace budou
chovat. Protoze: je-li A = TDT~! pro D diagonalni, pak A*¥ = TDFT1,
a D* ma4 na diagonale k-té mocniny prvki diagonaly D.

Varovéni: Elementarni #adkové tpravy nezachovdvaji podobnost matic!
Ted musime matice upravovat mnohem opatrnéji!!

Co déla linedrni zobrazeni R” — R" s diagondlni matici? Natahuje ¢i
zkracuje, a pripadné zrcadli, ve sméru kazdé souradnicové osy. Pro diago-
nalizaci matice obecného zobrazeni potiebujeme ,spravné osy“, v jejichz
smeérech ono zobrazeni natahuje ¢i zkracuje, ale zachovava smér. To vede
k definici vlastnich ¢isel a vektori.
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Je-li f:V — V linearni zobrazeni, kde V je vektorovy prostor nad
télesem K, pak ¢islo A € K se nazyva vlastni ¢islo zobrazeni f, pravé
kdyz existuje nenulovy vektor v € V takovy, Ze f(v) = Av. Vlastni
vektor piislusny k A je kazdé v spliujici f(v) = Av, tedy i 0.

Poznamky.
e Tedy v je ten ,,dobry smér“, v némz f uc¢inkuje jako nasobeni ¢islem
A
e Je-li v vlastni vektor a t € K je nenulové, pak téz tv je vlastni vektor.
e Pozor: v nesmi byt 0, ale A miiZe byt 0!

e Vlastni vektor v generuje 1-dimenzionalni invariantni podprostor.
Obecné, podprostor W prostoru V' se nazyva invariantni podprostor
zobrazeni f, pokud f(W) C W.

132. Pro ¢tvercovou matici A jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory definovany
jako pro linedrni zobrazeni urcené A. Explicitné:

Je-li A ¢tvercova matice nad télesem K, potom ¢islo A € K se nazyva
vlastni éislo matice A, pokud existuje vektor v # 0 spliujici rovnici

Av = Av.

Opét, zaprisahli odpdurci linedrnich zobrazeni se mohou spokojit s touto
maticovou definici vlastnich ¢isel.

133. Priklady, co se mtze dit v roviné:

e Matice (_01 _01 ), zrcadleni podle piimky y = —x:

Vlastni ¢isla 1 (vlastni vektor vi = (—=1,1)) a —1 (vo = (1,1)),
(v1,ve) tvofi bazi, a zobrazeni ma vzhledem k ni diagonalni matici

(b 5)

o Matice (1 L

0 2), zkoseni a roztazeni:
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136.

137.

Vlastni ¢isla 1 (v; = (1,0)) a 2 (va = (1,1)), (v1, v2) zase tvoii bazi,

a zobrazeni ma vzhledem k ni diagonalni matici 0 2/

e Otoceni kolem pocatku o thel a: Pokud « neni nisobkem 7, nem4
zadna (redlnd) vlastni ¢isla a matice neni podobnd zadné diagonalni
matici. Ale pokud povolime komplexni ¢isla, diagonalizovat 1ze!

1 ,

, zkoseni:

. 1
e Matice (0 1

Jediné vlastni ¢islo 1 a jediny vlastni vektor (1,0) (az na skaldrni
nasobek), nelze diagonalizovat, ani komplexni ¢isla nepomiizou.

vvvvvv

e V' = prostor vSech redlnych funkci na [0, 1] majicich spojité derivace
viech Fadt; operdtor derivace D:V — V., f — f', je linearni zob-
razeni. Kazdé A € R je vlastnim ¢&islem, piislusny vlastni vektor je
funkce z — €. Diilezité pii feSeni linedrnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty.

e V' = prostor vSech nekoneénych redlnych posloupnosti (o, y1,y2, . ..)
spliwjicich yp412 = yn+1 + yn pro vSechna n = 0,1,... (jako reku-
rence pro Fibonacciho ¢éisla). P:V — V je operator posunuti doleva,
(Yo, y1,Y2,---) — (Y1,Y2, Y3, .. .). Vlastni vektory jsou zjevné nasobky
posloupnosti tvaru (A%, A, A2, . ..), ptdme se, pro jaka ) je takova po-
sloupnost ve V. Z toho vyjdou 2 vlastni &fsla Aj» = (1 £ /5)/2.

Pozorovani: Bud f:V — V linearni. Baze, vzhledem k niz ma f diago-
nalni matici, existuje pravé kdyz existuje baze slozend z vlastnich vektori.
Prislusna diagonalni matice ma na diagondle pravé vlastni ¢isla f.

Tvrzeni: Jsou-li A\i,..., A\ navzdjem riznd vlastni ¢isla zobrazeni f (¢i
matice A), a v; je n&jaky vlastni vektor pFislusny A;, potom vi,..., v
jsou linedrné nezavislé. Dikaz indukci podle k.

Dusledek: Je-li A matice typu nxn a méa-li n navzajem ruznych vlastnich
Cisel, pak je diagonalizovatelnd. (Obracend implikace neplati!)
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139.
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To je jednoducha postacujici podminka pro diagonalizovatelnost. Jina,
kterou dokdzeme ¢asem, pravi, ze kazda symetrickd ¢tvercovd matice je
diagonalizovatena.

Nyni vyjadiime vlastni ¢isla matice jako kofeny mnohoc¢lenu. V§imneme si,
7e pro pevné A je Av = Av homogenni soustavou n rovnic o n nezndmych
slozek vektoru v. Matice této soustavy je A — AI,, a proto A je vlastni
¢islo, prave kdyz je A— A1, singuldrni, neboli pravé kdyz det(A— \I,,) = 0.

Charakteristicky mnohoélen ¢tvercové matice A definujeme jako
pa(t) = det(A — tI,), kde t je proménna.

Podle definice determinantu je to skute¢né mnohoclen, a ma stupen presné
n. Vlastni ¢isla A jsou pravé jeho koteny.

Jsou-li A a B podobné matice, pak p4(t) = pp(t), a tudiz A a B maji
tataz vlastni ¢isla. Mizeme tedy mluvit i o charakteristickém mnohoclenu
pr(t) linedrniho zobrazeni f:V — V na prostoru kone¢né dimenze.

Jak hledat vlastni ¢isla dané matice, a jak charakteristicky mnohoclen:

e . Rucné:* mizeme pocitat det(A — ¢I,) eliminaci, s ¢ ovSem musime
zachazet jako s nezndmou, takze pracujeme s maticemi, jejichz prvky
jsou mnohocleny v proménné ¢ (a ne jen ¢isla jako obvykle). Gaussovu
eliminaci je tfeba pozménit tak, aby nepouzivala déleni! V jednodu-
chych pripadech mizeme tak najit p4(t).

e p(t) lze téz hledat vhodnymi tpravami matice A zachovavajicimi
podobnost. Matice se prevede na tvar, v némz je pa(t) ,vidét“.
Viz napf. ucebnice numerické matematiky. Koteny p4(¢) se hledaji
obecné numerickymi metodami.

e Ve  skutecnych® aplikacich, kdy je tfeba najit vlastni ¢isla napi. ma-
tic 1000x 1000, se vlastni ¢isla zjistuji jinymi (hlavné iterativnimi)
postupy, které viibec nepocitaji charakteristicky mnohoclen (napii-
klad tzv. QR algoritmem,).

e Diilezita poznamka: Stanoveni vlastnich ¢isel je vypocetné ,dobie
zvladnutelnd® tloha (existuji polynomialni a prakticky rozumné efek-
tivni, i kdyz komplikované, algoritmy), narozdil od tézkych problémi
(jako t¥eba obarveni grafu a jinych NP-tplnych dloh). Vlastnich ¢i-
sel se nékdy pouziva v algoritmech pro priblizné reseni nékterych
takovych tézkych tloh.

Duilezité koeficienty charakteristického mnohoclenu. PiSme
pa(t) = (—1)"" + curt™ "+ et + o

Potom, jak se d4 vidét z definice determinantu, ¢y = det(A) a ¢,—1 =
(—1)"~ . trace(A), kde é&islu trace(A) = a1y +ag + - - - + any se iiki stopa
matice A. Tedy determinanty i stopy podobnych matic se rovnaji (coz
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se d4 snadno vidét i jinak), a mizeme mluvit o determinantu ¢i stopé
linedrniho zobrazeni f:V — V.

Pripomenuti o mnohoclenech. Zékladni véta algebry: Kazdy mno-
hoc¢len stupné aspon 1 s redlnymi ¢i komplexnimi koeficienty ma aspon
jeden komplexni kofen (pomérné tézké, zde bez dikazu). Ma-li p(z) ko-
fen «a, pak p(z) = (x — a)q(z) pro n&jaky mnohoclen ¢(z) (tohle je
pravda nad kazdym télesem a je to snadné). Disledek (indukci): Mno-
hoc¢len p(z) stupné n s redlnymi ¢i komplexnimi koeficienty lze napsat ve

tvaru p(z) = ap(x—a1)(z—ag) - - (r—ay), kde a1, . .., oy, jsou komplexni
¢isla. Jiny zpisob zépisu: p(x) = ap(z — 1) (x — B2)™2 - - - (x — Bk)"™*, kde
B1, .., Bk jsou navzijem rizna komplexni ¢isla a vy + 79 + .. + 7 = n.

Zde r; se nazyva nasobnost korene [;.

Poznamka: Je-1i ¢islo A kofenem mnohocélenu p4(#) nasobnosti r, fikdme,
ze A je vlastnim ¢islem matice A algebraické nésobnosti r (specidlng,
neni-li A vibec vlastni ¢islo, mé algebraickou nasobnost 0). Jestlize A lze
diagonalizovat, pak algebraickd nasobnost A udavé, kolikrat se A opakuje
na diagondle v diagonalnim tvaru.

Nad komplexnimi ¢éisly muzeme charakteristicky mnohodélen rozlozit na
souéin linedrnich ¢initeld: pa(t) = (=1)"(t — A1)(t — A2) - -+ (t — A\p). Po-
tom mame det(A) = A\jAgy--- A\, a trace(A) = Ay + Ao + -+ + A, (kazdé
vlastni ¢islo bereme s jeho algebraickou nasobnosti). Pro diagondlni (¢
diagonalizovatelné) matice je to vidét piimo.

Matice, které nelze diagonalizovat: nemaji bazi z vlastnich vektori, musi
mit nutné néjaké ndsobné vlastni ¢islo A a dimenze feSeni soustavy (A —
Al,)x = 0 je mensi nez algebraicka nasobnost .

Véta (Jordantv normadlni tvar): Bud A komplexni matice typu nxmn.
Pak existuje matice J podobnd A, tzv. Jordaniv normalni tvar A, nésle-
dujiciho tvaru:

Ji

Jo

J3

kde Ji, Ja, ..., Jk jsou tzv. Jordanovy bunky, J; je typu n;xn; (nq +



26

148.

149.

150.

151.

152.

153.

ng + -+ +ng =n) a vypada takhle:

A 10 0 O 0

0 N 1 0 0

0O 0 X 1 0 0
Ji = )

O 0 0 0 ... XN 1

O 0 0 0 ... 0 XN

Ta A; nemusi byt navzajem rizné; celkové se na diagonale matice J ob-
jevi kazdé vlastni ¢islo matice A tolikrat, kolik je jeho algebraickd nasob-
nost. Specialné, pro diagonalizovatelnou matici A jsou vSechna n; = 1.
Déle, J je uréena jednozna¢né az na pierovnani téch J; , takze soubor
(A1,m1), -, (Ak, k) jednoznacné reprezentuje tiidu ekvivalence podob-
nych matic. Zdtiraznéme, ze podobnost matic se zde bere nad télesem
komplexnich ¢isel, i kdyby v8echny prvky vychozi matice A byly reilné.
Vétu nebudeme dokazovat (diikaz pracny).

Jordanovy bunky velikosti vétsi nez 1x1 jsou to, co ,zabranuje diagona-
lizaci“. Z jistého hlediska jsou ,,vzacné“, napt. pro ndhodné generovanou
matici A se vyskytnou s malou pravdépodobnosti, ale je fada priroze-
nych piikladd. Tteba: V vektorovy prostor mnohoclenti stupné nejvys 3,
D:V — V zobrazeni derivace. Matice je podobna Jordanové buiice 4x4
s vlastnim ¢islem 0 na diagonéle.

Definice: Bud V reédlny vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. Linearni
zobrazeni f:V — V se nazyva ortogonalni, pokud zachovava skalarni
soufin, tj. pokud (f(u)| f(v)) = (u|v) pro kazdé u,v € V.

Tvrzeni (ortogondlni zobrazeni a ortogondlni matice): Linedrni zobra-
zeni f:V — V, kde V je koneénédimenziondlni redlny vektorovy prostor
se skaldrnim soucinem, je ortogonalni, pravé kdyz jeho matice vzhledem
k néjaké ortonormélni bazi je ortogonalni (tj. AAT = I,). V dikazu se
pouzije lemdtko: Jsou-li A a B matice typu nxn a plati-li x'Ay = x'By
pro kazdé dva vektory x,y € R", pak A = B.

Pozndmka: Analogické pojmy a vysledky existuji i pro komplexni pfipad,
mluvi se o unitdrnich zobrazenich a maticich.

Poznadmka fyzikalné mechanicka: Ortogondlni zobrazeni zjevné zachovava
téz délky, ||f(v)]| = ||v]|, a pro pfipad prostoru R" se standardnim ska-
larnim soucinem je to tedy isometrie fixujici podatek souradnic. D4 se
dokonce ukazat, a neni to prili§ tézké, ze kazda isometrie f:R" — R"
(tj. zobrazeni spliujici ||f(u) — f(v)|| = ||lu — v|| pro kazdé u,v € R"),
pro niz f(0) = 0, musi byt linedrni, a tedy je to ortogonalni zobrazeni.
Proto pohyb tuhych téles napiiklad v R? se popisuje pomoci ortogonélnich
matic.

Ted s pomoci ortogonalnich matic ukdzeme diive slibené tvrzeni, Ze sy-
metrické matice jsou diagonalizovatelné, a jesté trochu vic. Véta: Kazda



27

symetrickd redlnd matice A typu nxn mé vSechna vlastni ¢isla redlnd, a
existuje (redln4) ortogonalni matice T takova, ze TAT ™! je diagonalni.

154. Hlavni kroky dtkazu:

e Kazdé vlastni &islo je redlné: pocitat dvéma zptsoby VIAv, kde v je
néjaky (mozna komplexni) vlastni vektor.
e Zbytek indukci podle n, v indukénim kroku vzit néjaky jednotkovy

vlastni vektor v jako prvni sloupec a doplnit na ortogonalni matici
S, uvazit, jak vypadd SAS™! = SAST.

12 Pozitivné definitni matice

Symetrickd realnd matice A typu nXxn se nazyva

e pozitivné definitni, pokud pro vSechna nenulova x € R” plati
155. XTAX > 0, a

e pozitivné semidefinitni, pokud pro vSechna x € R" plati
xTAx > 0.

Pozitivné definitni matice jsou jistd analogie kladnych ¢isel (asi nejlepsi
analogie, jakd se d4 pro matice definovat).

156. Tvrzeni: Pro ¢tvercovou redlnou symetrickou matici A je ekvivalentni

(i) A je pozitivné semidefinitni.
(ii) Vsechna vlastni ¢isla A jsou neziporna.

(iii) Existuje matice U takové, ze UTU = A.

Analogie pro pozitivné definitni: vlastni ¢isla ostfe kladnd, matice U ma
hodnost n.

157. Poznamky: Ekvivalence (i)<(iii) intuitivné fika, %e matice je pozitivné
semidefinitni pravé kdyz ma ,odmocninu“. Matice U v (iii) se d& dokonce
vzit horni trojihelnikova, pak dostaneme tzv. Choleského rozklad matice
A (tento pojem se pouziva vétSinou pro pozitivné definitni matice).

158. Poznamka (dalsi ekvivalentni podminka pro pozitivni semidefinitnost —
Jacobiho, bez dikazu): Pro k = 1,2,...,n plati det(A;) > 0, kde A
zna¢i matici vzniklou z A vymazanim poslednich n — k tadka a n — k
sloupcii.

159. Pozitivni definitnost v analyze: vystupuje v kritériu pro lokalni extrém
funkce vice proménnych.

160. Souvislost s prostory se skalarnim soucinem: Je-li A pozitivné definitni
matice typu n x n, pak predpis (x|y) = x! Ay definuje skalarni sou¢in na
R"™ (a dokonce vSechny mozné skalarni souc¢iny na R" maji tento tvar).
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Diilezita metoda v optimalizaci a jinych algoritmech: semidefinitni pro-
gramovani = hleddni maxima linearni funkce pies mnozinu vsech pozi-
tivné semidefinitnich matic, jejichz prvky splhuji dané linedrni rovnice a
nerovnosti. Je znam efektivni algoritmus.

Geometricky piiklad (konstrukce z ty¢i v euklidovském prostoru): M je
dand symetrickd redlnd matice typu (n+1)x(n+1). Kdy existuji body
X0,X1,...,X, € R? tak, ze ||x; — x;j|| = mjj, pro viechna i, 7 Odpovéd:
Definujme pomocnou n xn matici G, g;; = %(mgi—i—m% —m?j). Pokud ta x;
existuji a xo = 0, pak g;; = (x;|x;). Ona existuji, pravé kdyz G = UTU
pro néjakou dxmn matici U. Specialné, pro d = n, ta x; existuji, pravé kdyz
G je pozitivné semidefinitni.

Kvadratické formy

Kvadraticka forma na R" je kazd4 funkce f:R" — R tvaru

n n
flz1, e, ... x,) = ZZaijwiwj

i=1 j=i

(pozor, druhd suma je od ¢, ne od 1!) pro néjaka ¢isla a;; € R. Je to tedy
kvadraticky mnohoclen, kde kazdy jednocélen mé stupen 2. D4 se psat
v maticovém tvaru f(x) = x! Bx, kde B je symetricki matice kvadra-
tické formy dana predpisem

g proi =j
bij: aij/2 proi < j
aji/2 pro ¢ > j.

Poznamka: Kvadratickd forma f je pozitivné definitni, pokud f(x) >
0 pro vSechna x € R" \ {0}, to je jako pro matice. Podobné pozitivné
semidefinitni.

Obecnéji, pro vektorovy prostor V' nad télesem K definujeme:

e Bilinearni formu jako kazdé zobrazeni b:V x V — K takové, ze
b(aiu; + agug,v) = a1b(uy, v) + agb(uz, v) (tj. b je linedrni v prvni
slozce) a b(u, a1 vy + asve) = a1b(u, vi) + asb(u, va) (b je linedrni ve
druhé slozce).

e Kvadratickou formu jako kazdé zobrazeni f:V — K dané predpi-
sem f(v) = b(v,Vv) pro ngjakou bilinearni formu b.

Potom pro danou bazi (vy,ve,...,v,) prostoru V definujeme matici B
kvadratické formy f predpisem b;; = 5(f(v; +v;) — f(v;) — f(v;)). Pro
R” a standardni bazi to souhlasi s predchozi definici.

') nova
béaze a T matice prechodu (tj. vj = t1;v] +to;vh +- -+ tp;v,). Pak vyjde

Co kdyz se zméni baze? Bud (vi,...,v,) stard baze, (v},...,v]
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B' = STBS, kde S = T~! je matice prechodu obricené, B je matice
kvadratické formy vzhledem ke staré bazi a B’ jeji matice vzhledem k nové
bézi. (Pozor, pro linedrni zobrazeni V — V to bylo A’ = TAT !, tady je
to jinak!)

Zménou baze bychom chtéli privést matici kvadratické formy na ,,pékny“
tvar, podobné jako jsme to délali pro endomorfismy. Vyjde to mnohem
jednoduseji:

Véta (Sylvesteruv zdkon setrvac¢nosti kvadratickych forem): Pro
kazdou kvadratickou formu f na kone¢nédimenziondlnim redlném vekto-
rovém prostoru existuje baze, vzhledem k niz ma f diagondlni matici,
kterd mé na diagonale pouze jednicky, minus jednicky a nuly. Navic pocet
jednicek a pocet minus jednicek vyjdou stejné pro kazdou takovou bézi
(odtud ,setrvacnost“).

Viceméné totéz v fe¢i matic: Pro kazdou symetrickou redlnou matici B
existuje regularni matice S (jejiz sloupce jsou navic navzijem ortogo-
nalni), pro niz matice ST BS je diagonilni a m4 na diagonale pouze +1,
—1 a 0. Pritom pocet té&ch +1 a —1 nezavisi na volbé takové S.

Snadnd ¢ast dikazu je existence S: 7 ¢asti o vlastnich ¢islech vime, Ze
existuje ortonormalni T takovéa, ze D = TT BT je diagonalni a ma na
diagondle vlastni ¢isla B (protoze B je redlnd symetrickd). Zbyva rozlozit
D = UTDyU, kde U je diagonalni s odmocninami absolutnich hodnot
vlastnich cisel na diagondle a Dy je diagondlni jako ve vété. Setrvacnost
je pracnéjsi.

Poznamka: Pro pozitivné definitni formy se dostanou na diagonale pouze
jednicky, pro pozitivné semidefinitni jen jednicky a nuly.

Pro n = 2 véta rikd, ze kazda kvadratickd forma f:R? — R se d4 line-
arni transformaci roviny prevést na pravé jeden z nasledujicich typi (na
obrazcich jsou jejich grafy):

\ A
N R
N
\

N\
NN,
R
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